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OZETCE

Bu calismada', Gauss dogrusal durum-uzay (GDDU) model-
lerinde ileri dogru diizlestirme oOzyinelemesini inceledik. Bu
ozyinelemenin stokastik bir yaklasiklamasindan faydalanarak
GDDU modelleri i¢cin var olan beklenti-enbiiyiitme (EM) al-
goritmasimn aminda stiriimiinii gelistirdik. Aminda EM algorit-
masimn basarimint geleneksel EM ile karsilastirarak algorit-
mamn uzun veri dizileri i¢in kullanimindaki yararini gosterdik.

ABSTRACT

In this work, we studied forward-only smoothing recursion in
Gaussian linear state-space (GLSS) models. We exploited a
stochastic approximation of this recursion to develop an on-
line version of the expectation-maximisation (EM) algorithm
for GLSS models. We compared the performance of online EM
with the conventional EM and demonstrated the advantages of
its use in case of long data sequences.

1. Giris

Gauss dogrusal durum-uzay (GDDU) modelleri, genel durum-
uzay modellerinin kullanimi ¢ok genis olan bir tiiriidiir. Bu
yilizden, bu modellerde parametre kestirimi onemli bir prob-
lemdir. Parametre kestirimi i¢in kullanilan en yaygin yontem bir
en biiyiik olabilirlik (EBO) kestirimi yontemi olan beklenti-en
biiyiitme (EM) algoritmasidir [1]. Bu algoritma, belli bir takim
yeterli istatistiklerin bir sonsal dagilim iizerinden kestirilmesini
gerektirir. Bu kestirimler icin bilinen en yaygin yol veriyi bir
ileri bir de geri yonde isleyen ileri dogru siizgecleme-geriye
dogru diizlestirme (IDS-GDD) yontemidir [2]. Bu caligmada
incelenecek olan bir diger yontem ise veriyi yalmizca ileri
yonde isleyen ileri-dogru diizlestirme ézyinelemesi (IDDO)
yontemidir. Bu yontem icin gerekli olan 6zyineleme kurallari
GDDU modelleri i¢in ilk defa [3]’de tiiretilmistir. Bu ¢alismada
ise, ayn1 6zyineleme farkli bir sekilde tiiretilecektir.

Tleri dogru diizlestirmenin bir diger 6nemli yarar1 ise EM
algoritmasinin aninda siiriimiine olanak vermesidir. IDDO’niin
staokastik bir yaklasiklamasina dayanan aninda EM algorit-
mast sonlu durum-uzay modellerinde [4]’te gosterilmistir. [5]’te
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ise bu stokastik yaklasiklamanin genel durum-uzay modellerine
uygulanabilecegi gosterilmistir. Burada gosterdigimiz aninda
EM algoritmasi, [5]’in GDDU modellerine 6zel uygulamast
olup, bu modellerin yaygmhigi diistiniildiigtinde bizce 6nem
tagimaktadir.

Makalenin geri kalaninda; dnce GDDU modeli tanitilacak,
daha sonra IDDO anlatilacak ve bu 6zyinelemenin EM ve
aninda EM algoritmalar1 i¢in nasil kullanilabilecegi goster-
ilecektir. Iki algoritmamin basarimlari yapay veri iizerinde
karsilagtirilacaktir.

2. Gauss dogrusal durum-uzay modelleri

Gauss dogrusal durum-uzay (GDDU) modeli, vektor degerli
rastgele siiregler olan {X € R"}, ;) ve {Yi € R"}, . ’den
olusur. Bir Markov siireci olan {Xy},., gizli siireg,
{Xk} >0 yakosullu bagimsiz olan { Y € R"}, _ ise gozlem-
lenen siirec olarak adlandirilir. X icin baglangic dagilimi
mo(x), {Xk}r>1 igin Markov gecis dagilimlart fri1,0(2|x)
ve Yi'larin Xj’lara kosullu dagilmlart g e(y|z) Gauss
dagilimlaridir. Yani, & > 0 igin

N(@; po, Uo), fri1,0(a’|z) = N(2's Fra, Ux)
N(y; Gy, Vi)

7r9(1’)

gre(ylz) =

Burada, { F} } >0 ve {Gk }r>o sirastylan X n ve r X n matris
dizileri olup; {Ux}r>0 ve {Vi}i>o ise sirasiyla n X n yari-
kesin art1 ve r X r kesin-arti matris dizileridir. Bu matrisler
modelin parametreleri olup 6 ile gosterilmistir.

2.1. Yeterli istatistikler ve EM algoritmasi

GDDU modellerinde ¢ogu zaman su yeterli istatistiklerin ke-
stirimleri aranir: (Fonksiyonlarin Yj’lara olan bagimlili§ini
yazimimizda ihmal edecek olursak)

k k
St(in) = Y wai, Sk(wor) =Y  wixy,
i—1 i—0
k &
Si(zok—1) = Zmi—le—lu Si(zox) = inflxi
i—1 i—1
k k
Si(zor) = ZmyiT7 Sy = Zyzsz (D
i—0 =0
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Genel olarak, herhangi bir Sy, (+) i¢in gosterecek olursak, aranan
kestirim

§k(9) = Eg [Sk(Xo:x)|Yo:k] 2

Sk (+)’nin Xo.x nin sonsal dagilimi iizerinden elde edilen bekle-
nen degeridir; bu nedenle de diizlestirilmis toplanir fonksiyonel
olarak adlandirilir.

Bu yeterli istatistiklerin hesaplanmasi gereken en tanidik
durumlardan biri EM algoritmasi ile EBO parametre kestir-
midir: Diyelim ki model matrisleri zamanda degismemektedir.
Bu durumda model parametremiz 0 = (F,U,G,V)dir.
Yi.k = wi.x verildiginde 6 icin EM algoritmasi agagidaki
gibidir:

Algoritma 1. GDDU modeli icin EM algoritmast
Baglangic: 6o — (F<°>, e ONON V(0>).

7 =0,1,.. . inci dongiilerde:

e Badumi: m =0,1,2,3,4,5 icin §$(0j) ’yi hesapla.

o E adum: 0;41 = (F(j+1)’G<j+l)7U(j+l)’V(j+1>) ’

giincelle:

Oj+1=A ({gﬁ(ej)}mzo,lﬂ,&‘lﬁ)

En biiyiitme adimindaki A(-) belli kurallar kiimesidir ve bu
kurallar [2] ve [3] gibi bir ¢cok ¢alismada verilmigtir. EM algorit-
masindaki beklenti adimu icin en bilinen yéntem olan IDS-GDD
yonteminde, verilen yi.x ’nin bir ileriye, bir de geriye dogru
islenmesi gerekmektedir, bu yiizden de yi.x nin saklanmasi
sarttir. Bir sonraki kisimda, y1.x’y1 sirali olarak yalnizca ileri
dogru isleyen, bu yiizden de bir dongii iginde k aninda yo.;—1’in
saklanmasina gerek duymayan IDDO y&ntemi anlatilacaktir.

3

3. Yalmzca ileri dogru diizlestirme

Genel bir durum-uzay modelleri su ozellige sahiptir: Xj
ve Yo.—1 verildiginde, Xo.x—1 {Yi},~, ve{X:},,, dan
bagimsizdir. Bu durumda, sonsal dagilim pg (zo.x|yo:x )i

C)

po(xo:k|yo:x) = po(zk|yo:r)pe (Tok—1|Yo:k—1, Tk)
seklinde ayirabiliriz. Ayni 6zellikten, po (zo.k—1|Yo:k—1, Tx)’1

k

Po(To:k—1|Yoik—1,Tk) = Hpe (zi—1|yo:i—1,xs)
=1

&)

seklinde carpanlarina ayirabiliriz. Varsayalim ki yeterli istatis-
tikler agsagidaki gibi toplanir bicimde yazilabilir:

k

Sk(xo:x) = so(xo) + Z si(Tiz1,x3)

i=1

(6

Simdi anahtar T}, fonksiyonunu tanimlayabiliriz: To(xo,0) =
so(wo) ve k > 1igin

Ti(zk,0) 1=/Sk(xo:k)pe(mo:k—l|yo:k—1,$k)dmo;k—1
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Tk (xr, 0) ile §k (0) arasindaki iligki (4)’den:

§k(0) = /Tk(aik,@)pe(wk\y():k)dm. @)
Son olarak, (5)’i kullanarak {7} }r>1’yi hesaplamak icin
asagidaki 6zyinelemeyi elde ederiz:

Ty (21, 0) :/[Tk_l(xk_l,o)+sk(xk_1,xk)}
®)

XPo (Th—1|Yo:k—1, Tk )dTr—1.

Bu 6zyineleme diizlestirilmis toplanir fonksiyonlar1 elde et-
mek icin kullanildigindan ileri dogru diizlestirme 6zyinelemesi
(IDDO) olarak da cagrilir.

Gosterilebilir ki burada anlatilan IDDO yéntemi IDS-
GDD yontemine denktir, (ayrintilar i¢in bknz. [2], Bolim
4). IDDO yontemine denk olan bir bagka ozyineleyici
yaklagim ise [6] ve [7] tarafindan {7T%(x,0)}r>0 yerine
{Tk(zk, 0)po(xr|yo:r) } >0 igin gelistirilmis ve [3]’ta GDDU
modellerine uygulanmustir.

3.1. iDDO’niin GDDU modeline uygulanmasi ve EM

GDDU  modellerinde  pg(zk|yo:x) Ozyinelemeli olarak
po(zk—1|yo:k—1)’den hesaplanabilir ve her bir po(zk|yo:x)
ortalamast i, ve ortak degisinti matrisi X, olan Gauss
dagilimdir (bknz. [2], B6lim 5). Bunun sonucunda, IDDO igin
gereken pg(zk|yo:k, Th+1) da Gauss’tur: I,xpn 1 X n birim
matris olmak iizre, Dy = Ek‘kaT(FkEk‘kaT + Ukt ve
dr = (Inxn — DiFr) ) yazarsak,

Po(Tk|Yoik, Trt1) = N (Tws repret1, Sfr41)
Hrlk+1 = DiTri1 + diy Zpjpsr = Zge — DieFreZpn

Birazdan da gorecegimiz gibi, po(zk|yo:k,Tr+1) lerin ve
po (2 |yo:x ) lerin Gauss olmast IDDO’yii analitik olarak tiirete-
bilmemizi saglayacaktir.

Acikca goriilmektedir ki, GDDU modeli icin (1)’de
tanimlanan yeterli istatistikler (6)’daki gibi yazilabilmektedir:

1 T 2 T
sk(Tr) = Thay, SE(Tr—1) = Th1Tp_1,

3 _ T 4 _ T
Sp(Th—1,Tk) = Th—1Tk, Sk(Th) = TkYs -

(Yukarida, s2(zx) k = 0 disinda sp. () ile ayni oldugu igin,
59 de S7°in kendisi oldugu i¢in bunlara karsilik gelen sy (-)’lar
ayrica yazilmamistir. Bundan sonra da S9(z1.,) ve S5 ’in ke-
stirimi i¢in diizlestirme islemleri ayrica incelenmeyecektir.)
Dolayisiyla, bu yeterli istatistiklere karsilik gelen diizlegtirilmis
toplanir fonksiyoneller de IDDO ile hesaplanabilir. Bu hesapla-
manin analitik olarak devam ettirilebilir olmasi i¢in 6zyineleme
islemi sj,(21), 5% (xr—1) ve s3(2x_1, k) nin her bir eleman
i¢in ayr ayri, si(zx)’nin da her bir siitunu igin ayri ayr
yapilmalidir. Bu durumda, ¢, 5 = 1,...

,nvel=1,...,rigin

1 2
Sk,ij (xk) = Tk,iTk,j, Sk,ij(ﬂik—l) = Tk—1,iThk—1,j
3 o 4 _
Spij (T Tho1) = Th—1,iTh,j, Sk,1(Tk) = TrYk,i

seklinde yazarsak, her bir eleman (ve siitun) i¢in 6zyineleme
ayri ayn olacaktir. Bu da m = 1,2,3 i¢in T} (xx, 0) ve
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T,il(xk,é?)’mn hesaplanmasi demektir. Ornegin, Tkl,ij(mk,@)
icin,
Tkl,ij(l’kae) = / (Tklfl,ij('rkflae) + wkzxka)
Xpo(Tr—1|yo:k—1,Tx)dTr—1
Gosterebilirizki, 4,7 =1,...,nvel =1,...,rigin,

T ,m mT m
i ApijTr + biijor + ey, m=1,2,3

4 4
Apxg + by

T (k)

Tiey(z) =

ve Ozyineleme A, b ve ¢ katsayilar lizerinden agagidaki gibidir:

A(l),ij = 61'6?7 Ag,z‘j = Ag,z‘j = Aé,z = Onxn;
b(l),ij = bg,i]’ = bg,ij = bé,z = Onx1;
1 2 3
Co,ij o,ij = Co,i =0
Alle+1,u = DkTAllc,ijDk + eiejT
bllc+1,ij = ngi,ij + Dy (Allc,ij + Allc?;j) dy
cllc+1,ij = Cllc,ij + Tr (Allc,ijZkUH-I) + bllg?;jdk + dei,ijdk
Afpryy = Dy (Ai,ij + eiegT> Dy,
beyrij = Dibii;+ Dk (Ai,ij + ATS +eie + ejeZT) dp
Chp1s = Cha +Tr ((Ali,ij + ei@jT) Eklk+1) + bji
+di (Ai,ij + ei(fJT) dr
A2+1,ij = DkTAi,ijDk +eje; Dy
bz+1,z‘j = ngi,ij + Dy (Ai,ij + Aiq;g) di. + ejdgei
Ci+1,ij = ci,ij + Tr (Az,ijzk\kﬂ) + bi?;jdk + dZAz,ijdk
Aﬁ-&-l,l = Ai,le + Yr+1,i nxn
biﬂ,z = by, + Ak ydi )
Yukarida e; uygun biyiiklikteki birim matrisin ¢ inci
stitunudur. O halde, diizlestirilmis toplanir fonksiyonel-
leri asagidaki gibi hesaplayabilirizz m = 0,1,2,3,5;
i,j=1,...,nvel=1,...,rigcin,
Sea® =[S0, = [T Opeerddo,
ij
= Tr (AZfij (Zk\k + chufuc)) + bRk + iy
Sea(0) = [3\:(9)] = /Tzf,z(xb 0)po (zk|yo:r)da
n,

= A%,lﬂkﬂc + bi,z

IDDO’niin zaman basi hesaplama yiikii matrislerin her el-
emant i¢in n X n matrislerin tersinin alinmasi iglemini gerek-
tirdiginden O(n®)’ken, IDS-GDD igin ise O(n®)’tiir. Ancak,
IDDO’de matrislerin elemanlar igin yapilan 6zyinelemeler
birbirinden bagimsiz olarak gergeklestirilebildiginden, yontem
paralel hesaplamalara uygundur. (Baska bir deyisle n? tane
O(n®)’liik hesaplama paralel yapilabilir.)

3.2. Aminda EM algoritmasi

Aninda EM algoritmasindaki fikir yeni bir gozlem geldiginde
parametre kestirimi giincellenmesidir. Onerilen aninda kestirim
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yontemi, IDDO’niin stokastik bir yaklagiklamasina dayanmak-
tadir: Varsayalim ki {6;}o<i<x amnda EM algoritmasinin
Yo:x—1 ¢ dayanarak k—1 anina kadar yaptig1 kestirimlerin dizisi
olsun. k aninda, IDDO’ye su sekilde yakinsanir:

Ti(zk, 00:k—1) = / [(1 — k) Th—1(Tr—1,00:k—2)
+"7k5k(1'k71,-Tk):|p90:k,1($k71|y0:k7171'k)d$k—1 (10)

Burada {ni}, <0 Dopeo Mk = 00 Ve >, _o i < oo kosullarint
saglayan art1 sayilardan olusan bir dizidir. Ornegin, 0.5 < 1 <
1icin g, = k" alinabilir.

EM algoritmasinin en biiyiitme adimi her k£ aninda yapilir.
(Ancak, uygulamada kestirimin giincellenmesinin sayisal
olarak iyi huylu olmasini garantilemek i¢in bu adim belli bir
sayida ( kp) dongii boyunca atlanir.) Bu sekilde, algoritmanin
¢ok uzun bir veri dizisi verildiginde bu verinin iizerinden sadece
bir kez gegcerek EBO kestirimine ulagsmasi beklenir.

Bu yaklasim icin elde edilen Ozyineleme (9)’deki
ozyineleme kurallarina  benzerdir; sadece esitliklerde
Tr—1(-)’ye karsihk gelen terimler 1 — 7 ile carpilirken
sk(:ck,l , ) ile ilgili terimler ise 7y, ile ¢arpilmahidir. Aninda
EM algoritmasi asagida verilmistir.

Algoritma 2. GDDU modeli icin aninda EM

Baslangic: Rastgele bir 0y ile basla.

k = 0icin
e B adumi:
-4, = 1l,...,n ve l = 1,...,7r icin,

m m m 4 4
({Ao,m bO,ija CO,ij}m:071’273 7A0,17 b(),l)
., Q5 _ T
Ayrica, So = 1n0YoYo
— 0o’ kullanarak oo, oo, Do, do ve Xop1’i

hesapla.
1 < kicin
e B aduni:
= (Ok—1, P 1jh—15 S—1jh—1) i kullanarak
(Dk_l,dk_l,Ek,l‘k)’i hesapla.
-4 = 1l,...,n ve Il = 1,...,r icin,
({A/Z?ijvb}?,ijvC}’cr?ij}’m:oyl@,?nA%,lvb%,l)
katsaylarimi  bir  onceki  degerlerini  ve

(Dk_l,dk_l,Zk,l‘kﬁk_l)’i kullanarak

giincelle. Ayrica, S2 = (1- nk)§2_1 + MkYrYi -

= (i Zrepe) Vi (Bro—1jk—15 Sp—1jk—1) ve k1
kullanarak hesapla.

e E adumi: Eger k < ky ise, 0, = 0Or_1.
Degilse; i,5 = 1,....,n ve | = 1,...,r
icin {S,T(Ho;kfl)} i (/Lk|k,2k‘k) ve

m=0,1,2,3,4

m m m 4 4
({ k,ijs k,ijvck,ij}m:0,1,2,37Ak’hbk’l) kullanarak

hesapla, 0, = (F(k)7 GW y*), V(k)) 'yi giincelle:

0 = A ({§?(00:k_1)}m:012345> (b
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RRtr,

zaman (k)
RR(I’1v2 = RR"ZJ

x 10

0.02

0.015

0.01

0-009 Mw

o

o 1 2 3 4 5
zaman (k) X 10*
RRtr, ,
0.02
0.015
0.01
0.005
o
o 1 3 a 5
zaman (k) « 10%
sstr,
0.4
0.3
0.2
TR A
0.1
o
o 1 2 3 4 5
zaman (k) % 10*
SStr, , = SStr,, |
0.4t
0.3
0.2
o MWMWMMW
o
o 1 2 3 a 5
zaman (k) % 10*
Sstr,,
0.4
0.3
0.2 PLIPEININ PSRN WY N
0.1
o
o 1 2 3 a 5
zaman (k) % 10*

Sekil 1: Aninda EM algoritmasi kestirimleri

4. Deneyler ve Sonuclar

Bu kisimda, EM ve aninda EM algoritmalarinin basarimlarini
benzetimlenmis veri kullanarak karsilastirdik. Durum ve uzay
vektorlerinin boyutlart n = 2 ve r = 2 olarak alindi. K =
50000 uzunlugunda bir veri dizisi {iretildi. Deneylerimizde U
ve V bilinmiyor varsayilarak kestirilmeye caligilmistir. Sekil 1
ve 2, EM ve aninda EM algoritmasinin sonuclarini gostermek-
tedir. Diiz ¢izgiler gercek degerlerdir. Goriildiigii gibi, iki algo-
ritma da yaklasik ayn1 degerlere yakinsamistir. Ancak, aninda
EM algoritmas: bunu gozlemlenen verinin iizerinden sadece
bir kez gegerek yaparken, EM algoritmasi icin 400’den fazla
dongili gerekmigtir. Buradan da aninda EM’nin 400 kat daha
hizl1 yakinsadigini soyleyebiliriz.

5. Tartisma

Bu caligmada gormiis olduk ki, GDDU parametre kestirimi
icin gereken yeteri istatistikler sadece ileri-dogru bir sek-
ilde kestirilebilir. Bunu miimkiin kilan IDDO aym zamanda
aninda cok uzun veri dizileri icin yararli olabilecek aninda
EM algoritmasinin yolunu acmaktadir. Ayrica, O(n°)’lik bu
yontem paralel hesaplamalara uygun olacagindan O(n®)’luk
bir yontemmis gibi gerceklestirilebilir.
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Sekil 2: EM algoritmasi kestirimleri
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