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OZETCE

Gozlemlenen bir veriyi elimizdeki olasilik modelleriiangi-
sinin daha iyi acikladigi problemini ¢ozmenin bir yddayesgi
model secimidir. Bu makalede en basit rastgele cizge mo-
delleri olan Erdds-Rényi ve rastlantisal dbek modélligin
Bayesci model secimi uyguladik. Bir ¢izgenin bitikikinat-
risi verildiginde, degisik modelleri kesin hesaplamaryas-
yonel yontem ve Monte Carlo yontemi kullanarak hesaptana
marjinal olabilirlik degerleri Gizerinden karsilagidik. Sentetik
verilerde bu ¢ikarim yodntemlerini model mertebesinitikes
basarisi agisindan karsilastirdik. Cikarim yonterimin birbir-
lerine yakin sonuclar verdigini ve Monte Carlo methoduken
sin ¢dzume daha ¢ok yaklastigini gdzlemledik.

ABSTRACT

A way of solving the problem of which model explains an ob-
servation better is Bayesian model selection. In this paper
applied Bayesian model selection for the simplest graph mo-
dels: the Erdds-Rényi and Stochastoc Blockmodel gra@hs.
ven the adjacency matrix of a graph, we compared its’ margina
likelihood under different models using direct computafica-
riational methods and Monte Carlo methods. We compared the
success of the methods according to their ability to estrtre
correct model order. Both methods gave qualitatively sinrié-
sults but the Monte Carlo method estimated the true Marginal
likelihood more accurately.

1. Girig

Cizgeler guniimiizde bir ¢ok farkh alandaki veriletiemsi-
linde kullanilan donemli matematiksel nesnelerdir. Bojid
aglar, protein etkilesim aglari, sosyal iletisim aglgibi yapilar
cizgeler vasitasiyla temsil edilmektedir [1]. Bu verifemodel-
lenmesi, ve verilerdeki zaman icerisindeki degisinmeakip
edilmesinin yolu, verileri temsil eden cizgelerin mateiksel
modellenmeleriyle mumkundr.

Model secimi bir ¢izgeyi hangi model ile ifade etmemizin
daha uygun olacag! sorusuna yanit atstatistiksel testlerin
model seciminde nasil kullanildigini Olding [2] Ozetlistir.
Biz de bu calismamizda Bayesg¢i bir bakis acisiylajlemr
bir ¢cizgenin farkli modeller i¢in marjinal olabilirlik €gerlerini

karsilastirarak uygun modelin nasil secildigini twgidik.
Calismamizda iki temel ¢izge modeli olan Erdos-Ramyrast-
lantisal dbek modellerini yonlendirilmis cizgelerdrinde uy-
guladik. Uyguladigimiz ydntemler yonlendiriimemjggeler
icin de kolayca genellestirilebilir.

2. Rastgele Cizgeler

Bir ¢cizge bogumlar ve baglardan olus@: = {V, £}. Baglar

iki bogum arasinda bir iliski tanimlar ve bu iligki reeir Isayi

ile ifade edilebilir. Bizim inceleyecegimiz modellerda baglar

ikili sayilarla ifade edilecek, yani herhangi iki bogumaamda

bir bag olma durumu 1, ve olmama durumu 0. Bir ¢izge mate-
matiksel olarak en kolay bitisiklik matrisi ile ifade edilEger
bogum sayimizV ise, N x N boyunda birA bitisiklik matrisi
kullanmamiz gerekir, dyle kid;; degeri bizei ve 5 bogumlari
arasindaki bag degerini versin.

2.1. Erdos-Renyi Cizgeleri

En basit rastgele ¢izge modeli olan Erdos-Rényi cizgelefi
tek bir b parametresi ile ifade edilir. Bu parametre herhangi iki
bogum arasinda bir bag olup olmama ihtimalini belirterBar-
noulli parametresidir. Erdos-Rényi modelinin yonleiichis
cizgeler icin Uretici modelini yazacak olursak:

Aij ~ BE(Aij;b) Vi, j€{1,2,...,N} Q)
Eger modelin yeterli istatistiklerini tanimlayacak adak,
N
c=> A (toplam bag sayis|) 2
i,
N
n = Z 1 (olabilecek tiim baglarin sayisi) 3)

¥

modelinb parametresi verildigindeki kosullu olasiligini biriik
terimli dagilm olarak su sekilde hesaplariz:
p(AJb) = b°(1 — )"~ @)

Erdos-Rényi modelinden rastgele uretilmis bir ¢iZgkil 1'de
gosterilmistir.



Sekil 1: Erdos-Rényi modelinden olusturulmus bizgg. Tum
bogumlar arasi bag olma ihtimali esit, dbeklesme yok.

2.2. RastlantisalObek Cizgeler

Bir diger cizge modeli olan rastlantisal 6bek modelirtokr
bogum bir kategoriye aittir ve bogumlar arasi bag oinsu
olasiligl bogumlarin kategorilerine gore belirlertiger mode-
limizde K kadar kategori var ise, model x K boyutundaki
bir B matrisi ile ifade ederiz, dyle kB,.s bize r kategorisin-
deki bir bogum iles kategorisindeki bir bogum arasindaki bag
olasiligini versin.B,.s burada Erddos-Rényi modelinde oldugu
gibi bir Bernoulli parametresidir. Kategori atamalariix K
boyutunda birC' matrisi ile ifade edelim ve&; .., i« boGumunun

r kategorisine ait olmasini gostersibretici modelimizi su
sekilde yazabiliriz:

Aij ~ BE(Aij; Brs), €gerCy,, =Cj s =1lise  (5)

Bir rastlantisal dbek ¢izgenid bitisiklik matrisi, B paramet-
releri ve kategori atamalari verildiginde, kosullu olgg su
sekilde hesaplariz:

N K
P(AIB,C) = [ [T (B (1= Br) 0 74) % ()
1,] T,S
Bu modelde her kategori ikilisi, s bir dbek olusturmaktadir ve
Obekler basl baslarina birét,; parametresiyle ifade edilen bir
Erdos-Rényi modelidir. Rastlantisal 0bek cizgelemterli ista-
tistikleri de her dbegin kendi icindeki Erdds-Rényitgrli istati-
sikleridir. Bunlarac, s ve n,s diyecek olursak, kosullu olasiligi
su sekilde ifade edebiliriz:

K
P(AB,C) = [ ] Bie (1 = Bro)"r e (7)

Rastlantisal dbek modelinden rastgele uretilmis kige Sekil
2'de gosterilmistir. Sekilde anlasilirlik agisimdéd@ogumlarin
kategorileri renklerle kodlanmis olsa da, gercekte gédlem-
lenirken kategoriler gizli kalir.

3. Bayesci Model Sec¢imi

Bayesci model secimini uygulamak igin verilen bir gérgn
modeller altindaki marjinal olabilirlik degerini kiyashamiz

Sekil 2: Rastlantisal 6bek modelinden olusturulmushékli bir
gizge.f)beklerdeki bogumlarin birbirleriyle ve diger dbekitek
bogumlarla bag yapma olasiliklari farklidir, ve dbeldézlem-
lenmemektedir.

gerekir. Hesap kolayligi agisindan bu degerlerin ligedarini
kiyaslayacagiz. Erdos-Rényi modeli icin marjinaltolaligini
su sekilde hesaplayabiliriz:

p(A) = / p(b)p(Ab)db ®)

Bu olabilirligi hesaplamak icin isé icin bir onsel olasilik
tanimlamamiz gerekir. Bunun igin ikiterimli dagilimiglenik
onseli olan Beta dagihmini kullandigimizda asagidanklem-
leri elde ediyoruz:

p(b) = %b“*@ _p)yP ©
log p(A) = log/o1 %b“c‘lu _p)Fneigy
(10)
= log'(a+ B) + log'(a + ¢)
+logT(B+n —¢) — logT(e)
—log'(B) — logT'(a+ B+ n) (11)

Buradan anlasildigi Gzere verilen herhangi bir cizgefrdos-
Rényi modeli altindaki bilesen olasiligini hesaplanigk Ye-
terli istatistikleri kullanmak veb parametresinin dnsel dagihmi
olan Beta dagiliminin parametrelerini,(3) saglamak yeterli-
dir.

Rastlantisal dbek rastgele cizgeler icin marjinal diditx
ise su sekilde hesaplanir:

logp(4) = og 3 [ p(AIC. Byp(BIp(C)acdB  (12)
C B

Herhangi bir kategori atamasi i¢p( A|C') kosullu olasihigini
Erdos-Rényi modelinde oldugu gibi hesaplayabilirianki her
kategorisi ikilisi {r, s} bir dbek olusturmaktadir ve bu tbek



basl basinaB, s ile ifade edilen bir Erdds-Rényi modelidir:

10gp(A|C) = Z {IOg F(Oék + Brs) + IOg F(Oé'r‘s + C'r‘s)

+ log F(Brs + Nps — Crs) - IOg F(Oé,,«s)
— logr(ﬁTS) - logr(aTs + Brs + n’r‘s)} (13)

Bu durumda, rastlantisal 6bek cizgeler icin marjinaltolirlik
hesaplamak olasi tim kategori atamalari Gizerinden rtola
may gerektirir. Kiguk boyutlu gizgeleri icin bu hgdanabilir.

=3 p(AlC)p(C)dC (14)
C

4. Yaklasik Cikarim Metodlari

Tum olasi kategori atamalarin say@(K™) gibi tssel bir
ifade oldugundan, bogum sayisi arttiinda kesin dléikihe-
sabl yapmak imkansizlasir. Bu durumBave C' parametrele-
rini kestirerek gercek marjinal olabilirlige yaklaghtiz. Biz bu
calismamizda varyasyonel beklenti enbilyiitme ve Gilohek-
lemesi yontemlerini uyguladik.

4.1. Varyasyonel Beklenti Enbulyitme Yontemi

Bu yontemde model parametrelerinin ardil olasiligineyas-
yonel bir dagilimla yaklasacagiz.

(B, C) o< p(B,C|A) (15)

Yaklasik dagilimla hesaplayacagimiz yaklasik matjin
olasihgin alt sinirini su sekilde ifade edebiliriz 3]

Ing(A) > <10gp(A,B,C)>q(B7c)
+(log q(B,C))g(5,0) (16)
q(B,C) dagihmini hesaplayabilmek icin 6nce dagihmi

faktorize ediyoruz:
=[TaBo) [Ta) (17)

q(C;) ayrik bir dagilim oldugundan, her Wi¥; .- olasihgini ayri
ayri hesaplayacagiz{ B, ) icin ise Beta dagihmini se¢iyoruz.
q(B,C) dagihmini bulmak icin gercel(B,C|A) dagilimi
ile arasindaki Kullback-Leibler mesafesini enkiqiidfimiizda
asagidaki giincelleme denklemlerini elde ediyoruz:

q(Brs) ~ Beta(OCB'r.s’ﬂB'rs) (18)

QBrs = Qps + Z(Cz,r> <Cj,s>Aij (19)

ﬂBrs—ars+Z 7,r >(1—A ) (20)

log ¢(C;) =% ZZC” 1,8) (Aij (log Brs)
i,j T,8
(1 Ayy){log(1 - Bpu)))
+Z Ci,r'}/'r‘ (21)

4.2. GibbsOrneklemesi Yontemi

Bir Markov zinciri Monte Carlo yontemi olan Gibbs ornek-
lemesi yonteminde [4] is@(B,C|A) dagilimindan bir mik-
tar {C, B} esleri ornekliyoruz. Daha sonra bu esleri kul-
lanarak Chib yontemi [5] ile marjinal olabilirlik hesapla
yacagiz. Gibbs diriimlerinde her bir parametreyi digen pa-
rametrelerin o anki de§erlerinin ve gdzlemlenen veritam
kosullu olasiliklarindan ¢rnekledigimiz takdirde eldttigimiz
p(B,C|A) eslerip(B, C|A) dagilimindan drneklenmis olut:
parametresinin tam kosullu olasiligini Bayes kuralidwhrak
yazacak olursak:

Cir ~p(Ci,r|A, B,C) (22)
o p(A|B,C—;,Cip = 1) (23)
*exp <Z > cj,swif’;> (24)

j=1s=1

BuradaC_; ifadesii bogumu disinda kalan tum bogumlari
ifade etmektedir.B_(, ;) de ayni sekildeB,, disindaki B
degerlerini ifade ettiginde,B,.s icin tam kosullu olasiligi
asagidaki gibi ifade edebiliriz:
Bs ~ p(BT-S'Aa B*(r,s)ac) (25)
])(14|B_(7‘,S)7 B'r‘s =0, C) (26)

BuradanB degerlerini parametreleri 27. ve 28. denklemlerde
verilen bir Beta dagilimdan ornekleyebilecegimizesalailiriz.

N

o = ZAijCi,er,s + 1 (27)
0,7
N

3= Z(l — Ai5)CirCjs + 1 (28)
0,7

Gibbs yontemi kullanarak ornekledigimizG adet esi
{BW 1S ile ifade edecek olursak, marjinal olabilirlik
hesabini Chib metoduna dayanarak su sekilde gosteizbil

log p(A) =

Bu denklem tumB degerleri i¢in dogrudurB* ise ornek-
ledigimiz tum B degerleri icerisinden olabilirlik degerine baka-
rak sectigimizB degerini ifade etmektedir. Denklemdeki terim-
leri elimizdeki ornekleri kullanarak Monte Carlo yakiegyla
su sekilde hesaplayabiliriz:

log p(A|B") +log p(B™) —log p(B"|A) (29)

G
p(AIB") =G™' Y p(A|B*,C) (30)
g=1
(31)
p(B*|A) icin ise B* degerini sabit tutarak yerti'?) drnekle-
rine ihtiya¢ duyuyoruz.

G
Z (B*|A,C9) (32)

p(B*|A) =
p(AIB*,C(g))p( *)

* (9)y —

(33)



5. Sonuglar ve Vargilar

Yukarida 1. ve 2. sekilde gorulen gizgeler icin kesiarjimal

olabilirlik degerlerini hesapladik. Daha sonra varyasslome-
tod ve gibbs drneklemesi ile bu degerlere yaklasmaygtda

3. ve 4. grafiklerde sirasiyla Erdds-Rényi modelindestilem 1.

cizge ve rastlantisal dbek modelinden Uretilen 2. gipin mar-
jinal olabilirlik degerleri gorilmektedir. Erdosdyi modeli ile
olusturulan ¢izge i¢in alinan sonuglarda, her 3 yimtede en
yuksek marjinal olabilirligi 1. kategori degeri icirewdigini, ve

diger kategori degerleri icin benzer bir egimle dahgiak ola-
bilirlik verdiklerini gdzlemliyoruz. 2 kategorili rastintisal dbek
modelden olusturulmus ¢izge igin ise tim yontemleraksek
olabilirligi 2 kategori icin verdiler.

Gibbs orneklemesinin gercek marjinal olabilirlige dah
yakin sonuglar ¢ikarmasi, varyasyonel yaklagim yiintazi
daha iyilestirmemiz dogrultusunda bir ip ucu verdi. Gekte
cizge bogumlarinin kategori dagihmlari birbirlegygiki bir ko-
relasyon icerisinde oldugundag(C) dagilimini faktorize et-
menin bu sonucu dogurdugunu disiniyoruz. Bu fadaisr
yonu ¢(C;, C;) gibi ikili veya daha biyuk bloklarla yapmayi
ilerisi icin dusunmekteyiz. Ayrica karisik rastasai obek mo-
delleri [1] de bu model se¢imine dahil etmeyi planlamaktay
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Sekil 3: Cizge 1 icin hesaplanan olabilirlik degerlgrafigi
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