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Ozetce —Biiyiik veri iceren hesaplama problemlerini ¢6zmek
icin cok bagintih analiz yontemlerini giincel paralel donanimlar
iizerinde uygulamak gerekmektedir. Tensor daraltilmasi islemi
cok bagmtih analizinde kullanilan temel islemler arasidadir.
Sundugumuz dinamik programlama formiilasyonu birden fazla
tensoriin daraltilmasi islemindeki en az hafiza gerektiren da-
raltma sirasim tespit etmektedir.
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Abstract—Computational problems involving big data require
application of multiway analysis tools on modern parallel infras-
tructure. Tensor contraction is one the fundemental operations
used in multiway analysis. Dynamic programming formulation
presented in this work searches for the least memory using
contraction order in multiple tensor contraction operation.
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I. GIRIS

Giincel hesaplama problemlerinin ¢oziilmesi icin islenmesi
gereken veri miktar1 her gecen giin artmaktadir. Artan veri mik-
tar1 ile iglenen veri igerisindeki tespit edilmesi gereken iligkiler
de yogunlagir. Biiyiik miktardaki yogun iligkili verinin analizi
icin en uygun yontemlerden birisi ¢ok bagmtili (Multiway)
veri analizdir. Cok bagintili analizde temel olarak, n sayida
bagimsiz indisi olan dizi olarak tanimladi§imiz tensor veri
yapilar1 kullanilir. Veri analizinde tensor veri yapilarinin kul-
lanilmasiyla hem boyut azaltma teknikleri ile ortaya ¢ikan veri
kaybinin oniine gecilebilir hem de giincel paralel veri isleme
tekniklerinden azami diizeyde faydalanma imkan1 ortaya cikar.

Tensor veri yapisit farkli literatiirlerdeki calismalarda
karsimiza ¢ikmaktadir. Oriintii isleme [1], sinyal isleme [2],
noroloji [3] alanlarindaki ¢aligmalar c¢ok bagintili analizin
farkli arastirma dallarinda kullanilmaya baglandigin1 goster-
mektedir [4].

Kuvantum kimya hesaplamalarinda kullanilan ¢ok bagintili
denklemleri otomatik olarak sadelestirdikten sonra paralel sis-
temler {izerinde ¢alisacak kod iiretecek caligmalar yapilmistir
[5]. Bu caligmalar sayesinde bilim insanlarinin uzun caligmalar
sonucunda iiretebilecegi denklemler bilgisayarlar tarafindan
daha hizli bir gekilde iiretilebilmektedir. Otomatik kod iiretme
yontemi temel veri yapist olarak tensorleri kullanarak verilen
problem ve sistem bilgilerine gore en uygun iglem sirasini
aramaktadir.

978-1-4673-5563-6/13/$31.00 (©2013 IEEE

Aragtirma grubumuzun calismalarindan Sakli Tensor
Ayristirma (STA) cergevesi tensor veri yapilarini ¢cok bagintilt
ayristirma problemlerinde sakli tensorleri hesaplamak i¢in kul-
lanir [6]. Cercevenin giincelleme yOnteminin en temel islemi
birden fazla tensoriin daraltilmasi iglemidir.

Bahsedilen hesaplama yontemlerini arastirmacilar icin il-
ging kilan en temel ortak 6zellik kullanilmas: gereken biiyiik
veri miktaridir. Bilylik miktarda veri kullanarak hesaplama ya-
pabilmek icin kullanilacak yontemlerin en temel asamalarindan
itibaren kullanilacak sistemin 6zellikleri de goz 6niine alinarak
dikkatle tasarlanmasi gerekmektedir.

Tensor veri yapisini kullanan yontemlerin en temel islem-
islemidir. ikiden fazla matrisin carpimi islemindeki birlesirlik
kuralin1 kullanarak en az islem gerektiren carpim sirasini
secilmesine benzer bir sekilde ikiden fazla tensoriin daraltil-
masi operasyonunda da islem sirasin1 degistirerek ayni sonuca
farkli sayida islem yaparak varan sonuc¢lar bulmak miimkiindiir.
Bu caligmada ikiden fazla tensoriin daraltilmasi islemindeki en
verimli iglem sirasini tespit eden algoritmamizi sunacagiz.

II. TENSOR VERI YAPISI

Tensor veri yapisint n sayida bagimsiz indisi olan dizi
olarak tanimliyoruz. Tek indise sahip tensorii tek boyutta
eleman1 olan bir vektor, iki indise sahip tensorii matris olarak
diisiinebiliriz. Makale igerisinde boyut ifadesi indis sayisini
ifade etmek icin kullanilmistir.

Hesaplama problemini tanimlamak icin kullanilacak bir
tensoriin yapisint belirtirken iki bilginin verilmesi gereklidir,
tensoriin ad1 ve kullandig1 indislerin isimleri. Kullandigimiz
notasyonda tensoriin ismi biiyiik harf ile, tensoriin indisleri ise
parantez icerisinde kullanilan indislerin isimleri yazilarak ifade
edilmektedir. Ornek olarak sadece i boyutunda elemani olan A
ismindeki tensorii belirtmek i¢in A(4) ifadesini hem ¢ hem de
j boyutunda elemani olan B tensoriinii belirtmek igin B(4, j)
ifadesini kullanabiliriz.

Tek bir kiiciik harf ile ifade ettigimiz boyut tanimlarinin
biiyiikliikleri de hesaplamalar i¢in 6nemlidir. ¢ boyutunun en
fazla kag farkli de8er ifade edebilecegi |i| = 5 seklinde
belirtilir. Boyut biiyiikliikleri bir problem tanimi i¢in sabit
olarak kabul edilir. Farkli tensorlerde bulunan ayn isimli boyut
tanmimlarinin ayni biyiikliikte olmasini bekleriz.

Tensor veri yapilarini kullanarak bir matris ¢arpimui iglemi
ifade etmek istersek, asagidaki gibi bir problem tanimi belir-



tebiliriz:
(i k j) = A(i, k) B(k, j)
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[k asamada A(i, k) ve B(k,j) girdi tensorlerinin ilgili ele-
manlari ¢arpilir ve sonuga olusacak F'(i,k, j) tensorii & indisi
iizerinden daraltilarak X (4, j) c¢ikti tensorii hesaplanir.

Diger bir bakis acistyla matris ¢arpimindaki icler ¢arpimi
islemi tensor daraltmasi iglemi kullanilarak gerceklestirilmisgtir.
Asagidaki boliimlerde tensor daraltmasi iglemininin detaylart
ve en az hafiza kullanan islem sirasinin tespit edilmesi konu-
larindan bahsedilecektir.

III. BIR CIFT TENSORUN DARALTILMASI

Bir ¢ift tensoriin daraltilmas: islemi tensor veri yapisinm
kullanan hesaplama yontemlerinin temel islemlerindendir. Bu
islemde Z;(v1) ve Zs(va) tensorleri girdi olarak alinir ve
X (vo) ¢ikt1 tensorii hesaplanir. Gergeklesen islemin karakteris-
tikleri girdi ve ¢ikti tensorlerinin indis kiimeleri {vg, v1,v2} €
V tarafindan tanimlanir.

Bir ¢ift tensoriin daraltilmasi iglemini iki adimda gergek-
lestirebiliriz. Ik adimda Z; (v1) ve Z3(v2) girdi tensorleri ilgili
v1 Ve vy indis kiimeleri iizerinden ¢arpilarak F'(v3) ara tensorii
olusturulur:

F(vs) =

Z1 (’()1) ZQ(UQ) V3 = {’Ul U UQ} (2)

Ikinci adimda ara tensdriin indis kiimesi vs’te bulunan ancak
cikti tensoriiniin indis kiimesi vy’da bulunmayan indisler vy =
{v3 \ vo} lizerinden daraltma iglemi gerceklestirilir:

= F(uw) (3)

Vo
Iki adimi beraber tek satirda asagidaki gibi ifade edebiliriz:

0) = Z Zl(vl) ZQ(’UQ) 4

Ornek olarak indis kiimelerini vy = {i,5}, v; = {i, k},
vy = {k,j} seklinde tammlarsak matris ¢arpimi iglemini bir
cift tensoriin daraltilmasi iglemi olarak belirtmis oluruz:

X(i,§) =Y Zi(i, k) Za(k, j)
k

{i,j,k} eV (5

V' indis kiimesi hesaplama probleminde kullanilan biitiin
boyutlar1 belirtmektedirler.

Altenatif bir hesaplama yonteminde F' ara tensoriinii
hesaplamadan, direk olarak X cikti tensoriiniin her bir elemant
icin iglem yaparak ayni sonuca ulagmak miimkiindiir. Bu
durumda F' tensoriiniin saklanmasi icin gereken hafiza mik-
tarindan tasarruf edilir. Karsilik olarak X tensoriintin her bir
elemanin1 hesaplamak icin kullanilacak girdi tensorii eleman-
larin1 tespit etme iglemi i¢in fazladan hesaplama gereksinimi
ortaya ¢cikmaktadir. Uygulamada hangi alternatifin kullanila-
cag1 kullanilacak girdi/cikti tensorlerin indis kiimesi yapis1 ve
donanim kaynaklara gore secilmelidir.

IV. IKIDEN FAZLA TENSORUN DARALTILMASI

Bir c¢ok veri analizi probleminde ikiden fazla tensoriin
daraltilmasi operasyonuna gerek duyulmaktadir. Bir cift ten-
soriin daraltilmasindan farkli olarak girdi tensorii sayist sinirl
degildir. Denklem 6’da tanimlanan iglemi Algoritma 1’deki
gibi, indis kiimesi vg = U,v, olan tek bir F' ara tensori
kullanarak gerceklestirmek miimkiindiir.

= ZHZn(Un) 6)

Vg n

Algoritma 1 Tkiden fazla tensoriin daraltilmast (tek ara tensor)

F(vo) Z1(v1)Za(v2)
for i=3:n do

F(vg) = F(vo)Zi(vi)
end for

Eger hesaplama icin kullanilacak donanimda U,v,, indis
kiimesini saklayacak kadar hafiza mevcutsa bu yontemi kullan-
mak parallestirme acisindan en verimli yontem oldugu igin ter-
cih edilebilir. Ancak biiyiik veri kullanilan problemlerde U,,v,,
indis kiimesini saklayabilecek biiytikliikte hafizanin sistemde
mevcut olmasi ender karsilagilan bir durumdur.

Gerekli hafiza miktar1 acisindan daha makul gereksinim-
leri olan diger bir ¢6ziim eldeki donanimin hafiza kapasite-
sine sigacak biiyiikliikte birden fazla ara tensor kullanmaktir.
Ornek olarak birden fazla tensoriin daraltilmasini gerektiren
problemlerden birisi olan Tucker3 modelinde X (i,j,k) =

A(i,p)B(4,q)C(k,7)G(p, q,r) birden fazla ara tensor
kuﬁanarak alt1 farkh yoldan ayn1 sonuca ulagmak miimkiindiir.
Seceneklerden iki tanesi agagida verilmigtir:

Birinci daraltma siras1 secenegi:

G(k,p,q) ZCkr

(p,q,7) daraltma: r

BCG(j, k,p) = ZB J,q) CG(k,p,q)  daraltma: q )
q
X(i,j5,k) = ZA(i,p) BCG(j,k,p) daraltma: p
P
Ikinci daraltma siras1 secenegi:
G(i,q,r ZA (i,p) G(p,q,r) daraltma: p

CAG(k,i,q) :Zc k,r) AG(i,q,r)  daraltma: r (g)

X(i,5,k) = Z:B(j7 q) CAG(k,i,q) daraltma: q

q

Birinci iglem sirasinda ara tensor hafizasi ihtiyaci |k * |p| *
lq| + || * |k| * |p| biiyiikligiinde, ikincisinde ise |i| * |q| *
|r| + |k| * |i] * |g| buytikligiindedir. X ¢ikt1 tensoriiniin hafiza
gereksinimi biitiin olast iglem siralarinda aym: oldugu icin
dikkate alinmamaktadir. Bu orneklerden de agikca goriilmek-
tedir ki farkli daraltma siralar1 segildiginde farkli miktarlarda
ara tensor hafizas1 miktar1 ihtiyaci ortaya ¢ikmaktadir.



V. EN VERIMLI DARALTMA SIRASI

Tensor daraltmasi iglemi bir cok hesaplama operasyonunun
en temel iglemi olarak kullanilmaktadir. Dolayisiyla tensor
daraltmasi igleminin en verimli sekilde gergeklestirilmesi bu
operasyonlarin ¢6zebildigi problemlerin biiyiikliigiinii arttirma
potansiyeline sahiptir.

Ornek olarak Tucker3 ayrisim modelindeki ara tensorlerin
yapilari1 g6z Oniine alabiliriz. Bir indis kiimesi yapisinda
olast alt1 daraltma sirasindan sadece birisi sistemdeki hafiza
miktarina sigabilecek boyutta, diger siralarin her birisi sis-
tem hafizasindan daha biiyiik hafiza gereksinimine sahip
olabilir. Bu durumda en az hafiza miktarim1 gerektiren da-
raltma sirasinin tespit edilmesi problemin eldeki donanim ile
¢oziilebilir hale gelmesini saglayabilir.

En verimli daraltma sirasinin bulunmasi daha ©nceden
farkli agilardan incelenmis bir konudur [7] [8]. Verilen prob-
lemin yapisina ve kullanilacak donanimin ozelliklerine gore
bir ¢cok farkli yontem denenebilir. Bunlar arasinda cebirsel
diizenlemele, parallestirme miktarinin ayarlanmasi, veri trans-
ferine gore yeniden diizenlemele islemleri sayilabilir. Bu
boliimde birden fazla tensoriin daraltilma sirasinin segilmesi
icin gelistirdigimiz dinamik programlama formiilasyonu an-
latilacaktir.

A. Dinamik Programlama Formiilasyonu

Birden fazla tensoriin en verimli islem sirasinin tespiti
NP-tam bir arama problemidir [9]. Bununla beraber tek bir
coklu tensor daraltmasi isleminde en verimli siranin bulunmasi
pratikte hizli bir gekilde miimkiin olmaktadir. Ancak prob-
lemin NP-tam 6zelliginden otiirii birden fazla daraltmanin arka
arkaya yapilmasi gerektigi durumlarda arama uzay1 tistel bir
oranla biiyiidiigii i¢in 10-20 arka arkaya yapilan iglemin en
verimli iglem sirasinin hesaplanmasi bile saatler siirebilmekte-
dir. Dolayisiyla arka arkaya birden fazla tensoriin daraltilmasi
problemi i¢in daha akilli arama teknikleri ya da yaklagim-
sal yontemler denenmelidir. Bunlar sonraki caligmalarimizin
konular1 olacaktir.

Neyseki birden fazla tensoriin en verimli daraltma sirasini
bulmak i¢in bilylik bir arama uzaymna ihtiya¢ dogmamaktadir.
Bununla beraber problemin alt parcalart en verimli sekilde
¢oziildiglinde biiyiikk problemi de en verimli sekilde ¢ozmek
miimkiindiir. Dolayisiyla en iyi ¢6ziime dinamik programlama
(DP) [10] yontemi ile ulagabiliriz. Formiilasyonu yapabilmek
icin bir durum tanimina ihtiyag¢ vardir. Problemimiz i¢in durum
tanimi iki elemanli bir degiken grubu olarak se¢ilmistir:

D = (k,p) ©)

k verilen durumdaki heniiz daraltilmamis indisleri, p ise
verilen durumda mevcut olan faktorleri temsil etmektedir.
ve p bilgileri verildiginde problemin bir durumunu D(k, p)
tanimlamak icin yeterli bilgi mevcuttur.

Baslangi¢ durumu D(k = 0y, p = {v1vs2...v,}) olarak
tamimlanir. Daha sonraki durumlarda gergeklestirilecek da-
raltma iglemleri ile x kiimesinin elmanlar1 birer birer azala-
caktir. p baslangigta sadece {vivy...v,} girdi tensorleri kul-
lanilarak baglatilir ve sonraki durumlarda girdi tensorler dar-
altmalar sonucu silinerek, ara tensorler eklenecektir. Daraltma
islemlerinin sonucunda D(k = 0, p = {vg}) durumuna vartlir.

q(3864)

p(819)

\

ip, jq, kpq ip, jkp

P 1 qs00) _ 9165)
i ,kr , ik
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o T )
B —
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Sekil 1.  Tucker3 modelinin daraltilmasinda kullanilabilecek biitiin olas:

daraltma yollarin1 gosteren grafik. Her bir diigiim bir D(k, p) problem
durumunu belirtir. Diigiimiin st tarafindaki harfler heniiz daralulmamis D.x
daraltma indislerini, alt kismi ise problemde mevcut olan D.p faktorleri ifade
eder. Her bir faktor veri sahibi oldugu indislerin isimleri ile belirtilmigtir. Oklar
iizerindeki sayilar birikimli hafiza maliyetini belirtir. Hafiza maliyeti okun
sonundaki diigiimde eklenen ara tensoriin hafiza gereksiniminin toplam yol
maliyetine eklenmesi olarak tamimlanmugtir. Ornek olarak soldan ilk diigiimde
p boyutunda daraltma yapildiktan sonra AG(%, ¢, r) ara tensorii olugmustur ve
hafiza gereksinimi |z| * |g| % [r| = 5% 9% 10 = 450’dir. Dinamik programlama
ile ¢ikarilan maliyet agacini temsil eden grafik tizerinde yapilacak basit bir
arama verilen model icin en verimli daraltma sirasini verecektir. Bu model
icin en verimli daraltma siras1 kesik ¢izgili olarak gosterilmistir: p, r, q

Bu durumda daraltilmasi gereken hi¢ bir indis kalmamigtir ve
elde edilen indis kiimesi ¢ikt1 tensoriin indis kiimesine esittir.

Kullanilan hafiza miktarin1 maliyet olarak tanimlayan DP
formiilasyonu su sekilde belirtilir:

maliyet(D) = mbin{haflza_kul]amml(D) +
maliyet(D’); b€ D.k}

Bir problemden diger bir alt probleme gecis yapmak i¢in her
hangi bir d boyutunda daraltma islemi yapilmasi gerekir:

Dlsg=D =(D.k\d, Dp&d) an
© ifadesi d boyutunda veriye sahip olan faktorlerin daraltilmasi
islemini temsil etmektedir.

Dinamik programlamanin dogasi geregi once yukarida ver-
ilen formiilasyona gore bir maliyet agaci iiretilir. ikinci adim
olarak elde edilen aga¢ veri yapisi basit bir aggozlii (greedy)
arama sonucunda en verimli daraltma sirasi elde edilir [11].

B. Ornek DP ¢oziimii

Algoritmanin indis yapist ¢ = 5, j = 60, £k = 7,
p =38 q =9, r = 10 olarak tanimlanmig olan Tucker3
ayristirma modelini kullanarak iirettigi maliyet agaci Sekil
1’deki grafikte gosterilmistir. Sekildeki grafigin her bir diigtimii
dinamik programlama siirecinin bir durumunu D(x, p) gosterir.
Diigiimiin iist kistm1 problem durumunda heniiz daraltilmamis
D.k daraltma indislerini gosterir. Alt kisim ise durumda bulu-
nan D.p faktorlerinin indislerini kullanarak gosterir.

Verilen problem kullanilarak olusturulabilecek her bir du-
rumda daraltilmasi gereken her bir boyut icin ilgili diigiimden
¢ikan bir ok cizilmigtir. Okun etiketi segilen daraltma indisini
ve daraltma esnasinda ihtiya¢ duyulacak ara tensoriin hafiza
gereksinimi parantez icerisindeki say1 ile belirtir. Ornek olarak
sekildeki soldan ilk diigiimden cikan oklardan en alttakinin
etiketi p(450) olarak belirtilmistir. Bu ifade p boyutunda



yapilacak daraltilma sonucunda olusacak AG(i,q,r) ara ten-
soriiniin hafiza gereksinimi belirtmektedir [i| * |g| * |r| =
5% 9% 10 = 450.

Sekildeki grafik olusturulduktan sonra basit bir a¢gozlii
arama ile kesik cizgilerle belirlenmig olan en verimli daraltma
strast bulunmugtur. Her ne kadar alinacak sonuglar tamamen
indis yapisina bagl olsa da bu ornekteki problem icin %80
verim artig1 saglamak miimkiindiir.

VI. SONUC

Anlatilan iglemlerin pratik olarak gerceklestirilebilmesi
icin Tensor Factorization Toolbox (TFT) isminde bir Mat-
lab kiitiiphanesi (http://www.cmpe.boun.edu.tr/pilab/pilabfiles/
pltftoolbox/tft/) gercellenmektedir. TFT nin ana hedefi tensor
ayristm modellerini kullanimi kolay bir sekilde Matlab or-
taminda ifade edebilmek ve tensor ayrisimi tabanli ¢ikarim
yontemlerini aragtirmacilarin kullanimina sunmaktir.

TFT nin son siiriimiinde birden fazla tensoriin daraltilmasi
isleminin en verimli daraltma sirasini dinamik programlama
yontemi ile tespit edilmesi operasyonu mevcuttur. Arastirma-
cilarin problemlerinde kullandiklari tensor daraltmasi iglem-
lerinin en verimli daraltma sirasimi tespit ederek daha biiyiik
veri miktarlar ile ¢calismalarinda yardimer olmaktadir.

Ileriki calismalarimizda arka arkaya birden fazla tensoriin
daraltilmasi igleminde en verimli daraltma sirasini tespit etmek
konusunda elde ettigimiz sonuglari sunacagiz. Bununla beraber
sunulan algoritmalarin ekran kartlar1 tizerinde caligan paralel
stirimleri de yakinda TFT arayiizii iizerinden kullanilabilir
olacaktir.
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