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OZETCE

Cizgeler siireclerin modellenmesinde kullanilan onemli
matematiksel araclardir. Bu alanda onemli bir problem,
zamanla iiretici siirec parametrelerinde meydana gelen
degisimleri ¢cikarimlamaktiv. Bu ¢alismada, rassal obek
cizgeleri serilerinde ¢oklu degisim noktalarini ¢ikarimla-
ma problemi ele alindi. Zaman serilerinde ¢ikarim yap-
mak icin en stk kullanilan algoritmalardan biri ileri-geri
algoritmasidir. Bu algoritmanin cizge degerli modellerde
hesaplama karmagikligint azaltmak igin, geri yonlii me-
saj kismu degistirilip geriye dogru Monte Carlo ornekle-
mesi uyarland. Yapilan testlerle tasarlanan algoritmanin
gercege uygun cikarimlar yaptigi gozlemlendi.

ABSTRACT

Graphs are important mathematical tools for modelling
processes. An important issue in this area is to infer the
changes that occur in the underlying generative process.
In this work, inference of multiple change points in stoc-
hastic block graph time series is studied. A well-known
algorithm for inference in time series is the forward-
backward algorithm. In order to decrease computational
complexity of this algorithm in graphical models, back-
ward smoothing part is replaced with backward Monte
Carlo sampling. With the experiments, it is observed that
modified algorithm gives result in accordance with the
real data.

1. GIRIS

Rassal ¢izgeler, bircok alanda process ve veri modelle-
melerinde ve veri analizinde kullanilmaktadir. En yaygin
kullanim alanlarinin baginda telekominikasyon aglarinin
incelenmesi, ulasim sebekesinin modellenmesi, mobil te-
lefon aglariin incelenmesi, proteinler arasi etkilesimlerin
modellenmesi, besin zinciri gibi biyolojik aglarin ana-
lizi; facebook, twitter sosyal aglarin analizi; netflix, ama-
zon gibi kullanici tercihlerinin incelenmesidir. Bu 6rnek-
ler daha da ¢ogaltilabilir.
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Yukaridaki ve benzeri analizler icin degisik cizge mo-
delleri kullanilmaktadir. Literatiirde en ¢ok yer alan mo-
deller: Erdos-Reyni-Gilbert modeli, sosyal aglar i¢cin P}
ve P, modelleri, iissel rassal ¢izge modelleri, rassal blok
modelleri, tercihli baglanma modeli, cogaltmali baglanma
modeli ve tiirevleri olarak sayilabilir[1].

Bu makalede, Rassal Blok Model Cizgeleri ve bun-
larin dinamik yani zaman igerisinde degisimi iizerinde
caligildi. Bu modelde diigiimlerin ortiilii kategorilere da-
hil olduklar1 ve diigiimler arasindaki iligkilerin, bu ortiilii ka-
tegorilere gore olustugu varsayilir[2]. Ornek olarak, bir
basit kullanici-servis ¢izgesi diigiinelim. Kullanicilarin ter-
cih ettikleri servisler kullanic1 ve servis kategorilerine gore
belirlenmektedir. Modelle ilgili matematiksel ayrintilar
ileriki boliimlerde verilecektir.

Giiniimiizde duragan veri analizi kadar, dinamik veri
analizi de 6nem kazandi. Ornek olarak, ilgili siireclerdeki
degisimi takip etmek ve degisime gore nlem almak ya
da eylemde bulunmak ilgili kurumlar i¢in 6nemlidir. Ras-
sal blok modellerinden 6rnek vermek gerekirse, zaman
icinde miigsteri ve servis tercihleri arasindaki degisimi far-
ketmek, servis saglayicilar i¢in dnemli olacaktir. Bu ve
benzeri zaman icindeki degisim noktalarini ¢ikarimlamak
icin rassal ¢izge modelleri zaman serisi modelleri olarak
tasarlandi.

2. RASSAL OBEK CIZGELERI ve
COKLU DEGISIM NOKTALARI

Bu boliimde once rassal dbek cizgelerinin matematiksel
modeli incelenecek, sonrasinda da rassal obek cizgileri
zaman serilerinde ¢oklu degisim noktalarinin nasil mo-
dellendigine deginecegiz. Coklu degisim noktalarinin ¢1-
karimlanmasinda ise sakli Markov modellerinin analizinde
kullanilan ileri yonde filtreleme ve geri yonde diizeltme
(forward filtering-backward smoothing) algoritmasinin Mon-
te Carlo 6rneklemesine uyarlanmasi olan ileri yonde filt-
releme ve geri yonde ornekleme (forward filtering-backward
sampling) algoritmasi kullanilmisgtir.



2.1. Rassal Obek Cizgeleri

Temel rassal obek cizgelerinde herbir diigiim ortiilii alt
bir kategoriye aittir. Diiglimler aras1 baglantilar da bu ka-

tegorilere gore belirlenir. Literatiirde, bu modelin ¢esitleme-

leri tanimlanmigtir. Baz1 modellerde, diigiimler arasindaki
kenarlar alt kategorilere ek olarak, diigtimlere ya da diigtim-
lerin gesitli 6zelliklerine de baglanabilir. Bu makalede,
temel rassal 6bek cizgelerini ele alacagiz ama yukarida
belirtilen ¢esitlemeler de kolayca uyarlanabilir. Sekil 1’de
modelin Bayesci ¢izgelerle betimlenmesi gosterilmekte-
dir. Onceki kullanici-servis 6rnegi baz alinarak, altta ya-
tan matematiksel model su sekilde betimlenebilir:

N = Kullanici sayisi
K" = Kullanict kategori saytst
N? = Servis sayist

K? = Servis kategori sayisi

ke{l,..., K"} = Kullanici kategori endeksi
le{l,..., K°} = Servis kategori endeksi
p€{l,...,N"} = Kullamci endeksi
q€{1,...,N®} = Servis endeksi

Cy ~ Multn(r") = p kullanicisinin kategorisi
Cy ~ Multn(n
By, ~ Beta(a

l kategorili servis arasinda iliski olasilig

%) = q servisinin kategorisi

, B) = k kategorili kullanici ile

v 1 eger p kullanicisi q servisini kullantyorsa
P 0 diger sartlarda
~ Bern(C;jB(C’;)T) = kullanicilar ve servisler
arasmdaki komsuluk matrisi

ey
Tiim modelin bilegik olasilik dagilim1 su sekilde elde
edilir.
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Bu model i¢in diigiimlere kategori atama (C,, ve C)
ve baglant1 parametrelerini (3) ¢ikarim yontemleri gecen
yilki makalemizde incelenmigti [3]. Burada dikkat edil-
mesi gereken 6nemli nokta, diigiimlerin kategorileri bi-
lindiginde, rassal obek modeli kosullu bagimsiz olarak

i=1.NU
j=1.N*

Sekil 1: Rassal Obek Cizge Modeli

C, * Cs tane alt Erdos-Reyni ¢izgesi olarak ifade edi-
lebilmesidir.

Herhangi bir A Erdos-Reyni matrisini alalim. Bu mat-
riste kenarlar aras1 baglant1 olasih@1 Bernoulli(b) olasilik
dagilimi ile belirlenmis olsun. b parametresinin eslenik
onsel dagilimi da Beta(a, #) olsun. Bu durumda A mat-
risinin marjinal olasili81 agaidaki sekilde kolayca buluna-
bilir:

p(4) = [ pom(ap)an 3
N
c= Z A;; (toplam bag sayis1) @)
,J
N
n= Z 1 (olabilecek tiim baglarin sayis1)  (5)
.
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)
= logT'(a+ B) +logT'(a + ¢)
+logT'(B+n—c)—logT ()
—logT(B) —logT'(a+ B+ n) (8)

Yukaridaki denklemlere gére, A matrisinin baglant1 para-
metresi b’nin ¢ikarimi oldukga basittir.



Sekil 2: Coklu Degisim Noktalar1 Modeli

2.2. Rassal Obek Cizgelerinin Zaman Serilerinde Coklu
Degisim Noktalarimin Cikarimm

Coklu degisim noktalart modelinde, 7" uzunlugundaki za-
man serisi i¢in degisim noktalarinin sayisini ve yerleri
bilinmiyordur ve amag bu degisim noktalarinin yerlerini
cikarimlamaktir. Bu modelde, herhangi bir ¢ aninda degigim
olduysa, rassal obek c¢izge modelimizdeki baglanti pa-
rametrelerinin onsel dagilimindan tekrar cekildigi, eger
degisim olmadiysa ¢ — 1 baglanti parametreleriyle ayni
oldugu varsayilir. Varsayilan diger 6nemli bir nokta da,
obek cizgelerindeki diigiimlerin kategorilerinin bilinmi-
yor ve T’ siiresince degismiyor olmasidir. Her ¢ aninda
obek cizgeleri ilgili baglant1 parametlerine ve altta ya-
tan kategori eslemesine gore yeniden olusturuluyor. Sekil
2’de coklu degisim noktalart modelimizin Bayesci cizgelerle
temsilini goriiyoruz.

Matematiksel olarak iiretici modeli su sekilde tanimla-
yabiliriz:

r ~ Be(p) )
Bi ~ [re = 0]0(B; = By—1) (10)
K" K*
By~ [ry = 06(By = By—1)+[re = 1] HHBeta(a,b)
o an
Cp ~ Multn(m") (12)
Cy ~ Multn(n®) (13)

Herhangi bir ¢ anindaki komguluk matrisinin (Y;) ko-
sullu olasilig1 6nceki boliimde verildigi gibi hesaplanir:

N" N° K" K*

vilg, ¢ oo = [T TTTTTTB (14)
p q k 1

(1 _ BLkl)(l*Yt,pq))C;fk*C;z

2.2.1. lleri-Geri Algoritmast

Tleri-geri algoritmasi zaman serileri ve sakli Markov mo-
dellerinde anlik parametre ¢ikarimlarinda ¢ok sik kullani-
lan bir tam ¢ikarim yontemidir[4]. Bizim modelimizde de
p(r¢, Bi|Y1.1) kosullu dagilimlar bu algoritma ile hesap-
lanabilir. Algoritmanin adimlarini kisaca tanimlayalim.

Alfa (ileri yonlii) mesajlari:

Qplo =p(Bo)
t=1.T 15)
-1 =p(re, By, Y1:0-1)
Qe =p(r¢, Bt, Y1:¢)
Beta (geri yonlii) mesajlari:

Brir =p(Yr|rr, Bt)

t=T-1,.1
(16)

ﬁt|t+1 :p(YiH:TVt,Bt)
Bt|t =p(Yer|re, By)

Degisim noktalarinin sonsal dagilimlar1 da alfa ve beta
mesajlar1 kullanilarak su sekilde elde edilir:

p(re, By|Y1:T) ~p(Y1.7, 71, By)
=p(Yi:t—1,7¢, Be)p(Yeur|re, By, Yiie—1)
=p(Y1i:t—1,7¢, Be)p(Ye.r|1t, By)

:at|t716t|t
(17)

2.2.2. Ileri Yonlii Filtreleme - Geri Yonlii Ornekleme Al-
goritmast

Ileri-geri algoritmasi ¢cikarimlanmak istenen parametrele-
rin tiim olast degerleri icin her bir zaman adiminda hesap-
lamalan gerektirdiginden, hesaplama karmagiklig1 olarak
tisseldir. Hesaplama karmasikligini azaltmak icin alfa-beta
algoritmasinin geri yonlii mesajlarinin tiimiinii hesapla-
mak yerine, 7" anindaki sonsal dagilimdan, T zamani i¢in
degisim noktasi 6rneklenir (r7). Ornek degeri icin beta
mesajini (B;_1¢—1) hesaplayip —1 ani i¢in sonsal dagilimlart
cikarimlanir. Orneklemeye bu sekilde sonsal dagilimlardan
devam edilir. Bu ufak degisiklikle hesaplama karmagiklig1
geri yonde dogrusal olur.

Algoritmanin detaylar asagidaki sozde kodla agiklanabilir:
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Sekil 3: Zaman dilimlerine gore baglanti parametrelerinin
degisimi

Algoritma 1: ILERI FILTRELEME-GERI ORNEKLEME(.)

foreachp € {1,.., N*}

do C}} ~ Multn(r") ornekle
foreachg € {1,..,N°}

do C ~ Multn(r®) drnekle
foreacht e {1,.,7T}

do r; ~ Be(p) ornekle

Gibbs Orneklemesi:

for each i € {1, ..,epoch}
foreacht € {1,..,T}
foreachk € {1,.., K"}
doforeach!/ c {1,.., K*}
do Af;’ w1 = k ve 1kategorilerine dahil
diiglimlerden olugan alt cizge
ileri Siizgecleme :
do ¢ 4, ) foreach Af
do o (r¢ k1) mesajlarini hesapla
Geri Ornekleme:
foreacht € {T.7 —1..,1}

B¢(r¢) beta potansiyelleri
for each p € {1,.., N“}

do Cy ~ p(Cp|Yi.r, €, C*) brnekle
for each g € {1,..,N°}

do Cy ~ p(Cq|Y1r, C; -, C") Grnekle

3. SONUCLAR

Onerilen yeni algoritmayi test etmek i¢in daha once belir-
tilen zaman serisi modeline gére 50 zaman dilimi i¢in veri
iiretildi. Uretici modelde 2 kullanic1 kategorisi ve 2 ser-
vis kategorisi oldugu varsayildi. Her bir zaman diliminde

8¢ :diizeltilmis sonsal olasilik.
do ¢ 7, ~ s; tdilimi degisim nokt.
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Sekil 4: Orneklenen degisim noktalarinin sonsal
dagilimlari. Diiz cizgiler baglanti parametrelerinin
degisimini, mavi yildizlar ger¢ek degisim noktalarini,
kirmizi grafikler de c¢ikarimlanan sonsal dagilimlar
gosteriyor.

degisim noktas1 olma olasilig1 0.04 olarak alindi. Her bir
diigiimiin herhangi bir kategoriye ait olma olasilig1 0.5
olarak kabul edildi. Verideki gercek degisim noktalarini,
diiglimlerin kategorilerini ve kategoriler aras1 baglanti pa-
rametreleri sekil 3’te verilmistir.

Onerilen algoritmanin iirettigi sonuclar da sekil 4’de
goriilmektedir. Bu sekilden de anlagildig1 gibi, Gibbs’ 6rnek-
lemesi icinde geri yonlii orneklemelerden elde edilen nok-
talar, degisim noktalar1 icin sonsal dagilim olusturmaktadir.
Gergek degisim noktalari da, bu sonsan dagilimin en yiiksek
olasilik degerleriyle ortiismektedir. Boylelikle 6nerilen al-
goritmanin daha az iglem karmagikligiyla tutarl ¢cikarimlar
yaptig1 gézlemlendi.
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