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Ozetce —Bu calismada, eksik ya da kayip veri oldugu
durumda diisiik rank matris tamamlamak icin bir yontem
sunuyoruz. Bu problemi c¢6zmek icin en iyileme yontemleri,
EM (Beklenti-enbiiyiitme) tabanh yontemler ya da Degisimsel
Bayesci (Variational Bayesian) yontemler onerilmistir. Fakat, bu
yontemler sozkonusu veri matrisi devasa boyularda oldugunda ve
ozellikle hizli bellege (RAM) sigmadigi durumlarda, hesaplama
yiikii acisindan pratikte kullanilabilir olmaktan ¢ikmaktadirlar.
Geleneksel yontemler, yinelemeli olduklarindan veri matrisine
defalarca erismeleri gerekmektedir ve ikincil bellekten veri ak-
tarmm bu durumda darbogaz olusturmaktadir. Bu calismada,
soziinii ettigimiz darbogaz1 asmak adina, rasgele siitun ve satir
ornekleme iizerine kurulu bir yontem onerilmektedir. Bu yontem,
bellek erisimi acisindan daha onceki yontemlerden daha verimli
olup aym oranda isabetli sonuclar vermektedir ve yiiksek oranda
paralellestirilebilme 6zelligine sahiptir.

Abstract—In this work, we present a method to find a
low rank approximation to a large matrix with missing en-
tries. Optimization methods, EM based methods or Variational
Bayesian methods are proposed to solve this problem. However,
the computational cost of these methods can be prohibitively large
in case of a massive data matrix, when the known entries do not
even fit into the fast random access memory (RAM). Traditional
methods access the data matrix several times during iterations
and the data transfer from a secondary storage becomes the key
bottleneck. To alleviate this problem, we devise a randomized
scheme by sampling a subset of rows or columns of the original
matrix. The resulting algorithm is efficient in terms of the number
of required disk accesses, is highly parallelizable and produces
factorizations that are competitively accurate.

I. GIRIS

Diisik rank matris yaklagimlart veriler icerisindeki
dogrusal yapilart ortaya cikarmalar1 agisindan veri isleme
ve bilimsel hesaplam alanlarinda oldukca yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir. En yaygin bilinen diisiik rank matris yaklagim
yontemlerinden birisi temel bilesenler analizidir (PCA). Genel
olarak dogrusal yap1 gosteren verilerde boyut azaltma problemi
diisiik rankli matris yaklagimi bulma problemiyle egdegerdir.
Bunun disinda goriintii, ses isleme, yapay 6grenme ve istatistik
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alanlarindaki bir¢cok problem de diisiik rank matris yaklagimi
bulma problemleri olarak ifade edilebilir.

Diisiik rank matris yaklagimi hesaplamak icin en yaygin
kullanilan yontemlerden biri, tekil deger ayrigimidir (SVD).
Tekil deger ayrisimi hesaplama icin yinelemeli yontemler
kullanilmaktadir [6]. Fakat bu yontemler, devasa veri matrisleri
baglaminda hesaplama yiikii ve veriye erisim agisindan pratikte
uygulanabilir olmaktan uzak kalmaktadir. Bu engeli asmak
amaciyla, son yillarda rasgelelestirilmis algoritmalar ©nem
kazanmaktadir [7], [9], [2].

Uygulamalarda, veri kayiplar1 ya da eksik gozlemlerin var-
181, siklikla karsilagilan bir durumdur. Eksik verinin varliginda
diisiik rank matris yaklagimi yapilabilmesi i¢in eksik verinin
once kestirilmesi gerekmektedir. Kayip verilere belli bir sabit
deger atanmasi (6rnegin 0) ya da siitun ortalamalarinin atan-
masi gibi durumlar koétii sonuglar vermektedir. Gozlemlenmis
veri kullanilarak kayip verinin kestirilmeye calisilmasi prob-
lemi, matrisler baglaminda, matris tamamlama problemidir [3].

Yapay Ogrenme alaninda bir¢cok problem aslinda ma-
tris tamamlama problemi olarak formiilize edilebilir. Matris
tamamlama problemi i¢in popiiler bir 6rnek olarak Netflix
yarigmas1 gosterilebilir. Kabaca anlatmak gerekirse, Netflix
veritabaninda bulunan kullanicilarin filmlere verdikleri puan-
lar1, boyutlar1 kullanici sayisina film sayisi olan bir matrisle
ifade edebiliriz. Dogal olarak her kullanici her filmi puan-
lamamigtir. Netflix yarigmasindaki amag, var olan puanla-
malar1 g6z oniinde bulundurarak hangi kullanicinin hangi filme
ka¢ puan verecegini en iyi sekilde tahmin eden bir sema
olugturmaktir. Bu problem, kullanicilarin filmleri oylarken
az sayida etkeni g6z Oniinde bulundurdugunu diisiinerek,
diisiik rank matris tamamlama problemi olarak goriilebilir.
Daha genel olarak katilimli siizgegleme (collaborative filtering)
problemlerinde matris tamamlama yaklagiminin ise yaradigi
goriilmiistiir [12], [4]. Bunun digsinda goriintii isleme alaninda
da diisilk rank matris tamamlama problemi 6nemli bir rol
oynamaktadir([10],[1]). Bu ¢alismada, daha once diisiik rank
matris yaklagimi probleminde kullanilan rasgelelestirilmis al-
goritmalarin, diisiik rank matris tamamlama problemine nasil
uygulanabilecegini inceliyoruz ve bu yonde gelistirdigimiz
rasgelelestirilmis algoritmay: sunuyoruz.



II. MATRiS TAMAMLAMA PROBLEMI
A. PROBLEM TANIMI VE ILGILI CALISMALAR

X matrisi m x n boyutlarinda kismen gozlenmis bir matris
olsun, genelligi kaybetmeden m < n oldugunu varsayabiliriz,
M matrisi de ayn1 boyutlarda bir matris olsun, 6yle ki eger X
matrisinin (¢, j) konumundaki girdisini biliyorsak M;; = 1,
bilmiyorsak M;; = 0 olsun. Bu durumda r rankl matris
tamamlama probleminde, M ® X = M © X, esitligini
saglayan en cok r rankli bir X, matrisi bulmak istiyoruz
(® imgelemi Hadamard c¢arpimini temsil etmektedir, yani
A = B®C ise A;j = B;;C;j). Bu problem ayn1 zamanda
IM ® (X — QY)|| degerini enkiiciikleyen sirasiyla m X r ve
rxn biyiikliiklerinde ) ve Y matrisleri bulma problemi olarak
genisletilebilir (burada || - | Frobenius normu gostermektedir,
yani || Al = ZZ ; A?ﬁ ;)- Bu ifade seklinin difer gosterimden
istiinltigii verinin diisiik boyutlu uzaydaki suretinin @ ve Y
matrisleriyle aciga ¢ikmasidir, boylece bellekte daha ¢ok yer
kaplayan X matrisi yerine, ¢cok daha az yer kaplayan @
ve Y matrisleri tutularak da veri lizerinde islem yapilabilir.
Kolayca goriilebilecegi tlizere bu sekilde bulabilecegimiz )
ve Y matrisleri tek degildir, @) matrisini sagdan, Y matrisini
ise soldan r x r bilyiikliigiinde tersinir bir matrisle carparak
buldugumuz ¢oziim de aym kistasi saglamaktadir. Coziim
uzaym kiigiiltmek igin () matrisi iizerinde ortogonal olma
kisitlamasini, yani Q*Q) = I,., koyuyoruz (burada I, r x r
buyiikliigiinde birim matrisi gostermektedir).

Diisiik rank matris tamamlama problemi i¢in Onerilen
¢oziimler eniyileme  yontemleri  ([3],[11],[14]), EM
(Expectation-Maximization)([8])  tabanli  yOntemler ve
Degisimsel Bayesci (Variational Bayesian) ([13]) yontemleri
icermektedir. Candes ve Recht’in calismast ([3]) c¢ekirdek
norm enkiiciiklemesinin problemle iligkilendirilmesi ve
matris tamamlama probleminin teorik analizi igin iyi bir
ornek olusturmasi agisindan 6zellikle {izerinde durulmasi
gereken bir calismadir. Bu c¢alismada diisiik rank matris
bulma probleminin, M ® X = M © X, kisitlamast altinda
[IXr]l«, yani ¢ekirdek normun enkiigiikklenmesi problemiyle
denk oldugu gosterilmistir, c¢ekirdek norm matrisin tekil
degerlerinin (singular value) toplamidir. Boylece niimerik
olarak coziilmesi zor olan rank eniyileme problemi, daha
kolay coziilebilen digbiikey eniyileme problemine ¢evirilmistir.
Ayni calismada ayrica belirli 6zellikleri saglayan matrislerin
tamamlanabilmesi icin gozlenmesi gereken girdi sayist icin
matrisin boyutlari ve gergcek ranki cinsinden bir alt sinir da
verilmistir. Bu yontemler matris tamamlama problemini ¢ok
diisiik hatalarla ya da tam olarak c¢ozseler de, uygulanabilir
olmalari i¢in matrisin kiigiik olmasi ya da bilinen degerlerinin
matrisin seyrek bir altkiimesi olmasi gerekmektedir. Bu agidan
devasa boyutlu yogun matrisler s6z konusu oldugunda yetersiz
kalmaktadirlar.

Onerdigimiz yonteme gecmeden once diisiik rank ma-
tris yaklasimi problemi ve rasgelelestirilmis algoritmalarin bu
problemin ¢6ziimiinde kullanimindan da bahsetmek yararh
olacaktir. Verilen bir X matrisinin diisiik rankli yaklagimu,
X — X,|| degerini minimize eden en ¢ok r rankli X,
matrisidir. Frobenius norm icin ¢oziimiin kesikli tekil deger
ayrisimi (truncated singular value decomposition) tarafindan
verildigi gosterilebilir([6]). Eger X matrisinin tekil deger-
leri biiyiikten kiiciige dogru oy,09,...,0,, ise en Kkiicik
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Sekil 1: Ana algoritmanin gemasi, siyah girdiler kayip veriyi
temsil etmektedir

Y icin ¢oz

hata, || X — X.|, /> 1%, 07 degerine esit olmaktadr.
Bu durumda diisiik rank yaklagim hesaplama problemi tekil
deger ayrisimi hesaplama problemine esdegerdir. Tekil deger
ayrisim1 hesaplama yontemleri belirli bir olgunluga erigmistir
ve uygulamada sik¢a kullanilir hale gelmislerdir, fakat devasa
biiyiiklilkte matrisler s6z konusu oldugunda bu yontem-
lerin hesaplama yiikii kabul edilebilir mertebenin iistiindedir.
Bu engel rasgelelestirilmis algoritmalar kullanilarak asilmaya
calisilmigtir. Bu baglamda baglica ¢alismalar olarak [7],[9],[2]
gosterilebilir. Drineas vd. [9] hesap yiikiinii azaltmak icin
rasgele satir ve siitun secme ve diisiik rank matris yaklagimini
bunlar1 kullanarak hesaplama yontemini 6nermistir. Halko vd.
[7] rasgele izdiigiimler (random projections) yontemini Oner-
migtir. Bu yontemde asil matris rasgele bir matrisle ¢arpilarak,
siitun uzayindan oOrneklem cekilmekte ve bu orneklem igin
hesaplanan taban vektorleri kullanilmaktadir. Her iki yontemin
de en onemli Ozelligi asil matrisin az sayida okunmasidir.
Bu durum o6zellikle verinin hizli bellege (RAM) sigmadigi
durumda avantaj saglamaktadir. Achlioptas ve McSherry [2]
ise asil matrisin rasgele seyreltilmesi (random sparsification)
yontemini 6nermigtir. Boylece ayristirma algoritmalar1 gergek-
lenirken seyrek yapidan istifade ebilebilir. Dikkat edilmesi
gereken nokta bu yontemlerde verinin tamamina erigimin
oldugu varsaymmidir. Eksik-kayip veri olmasi durumunda bu
yontemlerin uygulanabilmesi icin Oncelikle kayip degerlerin
kestirilmesi gerekmektedir. Bu da bizi daha oOnce soziini
ettifimiz matris tamamlama problemine yonlendirmektedir.

B. ONERILEN YONTEM

Onerdigimiz yontem kabaca iki kisimdan olugmaktadir :

e X matrisinin bilinen girdilerinin rasgele bir alt
kiimesini kullanarak, tahmini siitun uzay1 icin taban,
() matrisi, bulma;

e Bilinen degerleri kullanarak X matrisinin siitun vek-
torlerini bu taban vektorler cinsinden ifade etme,
MoX=Mo(QY).

Sekil 1°de ana algoritmanin semasi kabaca tasvir edilmistir.

Burada rasgele kisim ilk kisimdir. Farzedelim ki X matrisi
icin 7 rankli bir tamamlama bulmak istiyoruz,X matrisinin
n > ¢ > r esitsizliklerini saglayan bir ¢ sayis1 kadar stitununu
rasgele sekilde secelim. Daha diizgiin bir sekilde ifade edecek
olursak, ¢ biiyiikliigiinde 7 C {1,2,...,n} kiimesini rasgele



secelim ve C' = X olsun, burada X; simgelemi X ma-
trisinin [ kiimesiyle indislenmis siitunlar1 yanyana koyularak
olugturulan matrisi gostermektedir. C' matrisi i¢in daha once
bahsettigimiz yontemleri kullanarak diisiik rankli bir tamam-
lama bulabiliriz. Burada 6nemli olan nokta C' matrisinin X
matrisine gore ¢ok kiiciik olmasi ve daha onceki yontemler
kullanilarak kolayca tamamlanabilmesidir. C' matrisinin siitun
uzay1 i¢in birimdik (ortonormal) bir taban, ) hesaplayalim,
bunu QR ayrigimi gibi standart yontemlerle bulabilecegimiz
gibi, matris tamamlama yontemlerinin matrisi tamamlarken bir
yandan da siitun uzayi icin birimdik taban hesaplamasindan
da faydalanabiliriz. Buldugumuz () matrisinin ayni zamanda
X matrisinin stitun uzay1 icin de iyi bir yaklasim oldugunu
varsayalim.

Ikinci kisimda ilk kistmda buldugumuz () matrisini kulla-
narak M © X = M ® (QY) esitligini saglayan bir Y matrisi
bulmak istiyoruz. Bu amagla EM benzeri bir algoritma kul-
landik. Daha kesin bir dille ifade edecek olursak () matrisinin
bilindigini varsayalim ve X;; ~ N (> _; QixYk;,02) olsun.
Bu durumda EM kullanarak Y parametresi i¢in en bilyiik
olabilirlik kestirimi (maximum likelihood estimation) yapabil-
iriz. Bizim problemimiz i¢in ¢ikardifimiz EM algoritmas: su
sekilde tarif edilebilir :

e Y matrisine rasgele baglangi¢ degeri atayalim,
° X(t) :M(DX—F(I—M)@(Q}/@_U),
o Y =QXu:

Burada 1 simgelemi uygun boyularda ve her girdisi 1 olan
matrisi gostermektedir. Bu yaklasimda onemli olan nokta
ikinci kisimda Y matrisinin yavag bellek erisimi acisindan
verimli veya paralellenebilir bir sekilde hesaplanabilmesidir.
Bunun ic¢in matrislerin blok yapisindan yararlanabiliriz, soyle
ki X = [X1,Xs,...,X;] = QY olsun ve X; matrisleri
m X n; bilytikliiklerinde ve Zle n; = n olsun. Oyleyse
Y = [Y1,Ys,...,Y,] ve her Y; matrisi » X n; boyutlarin-
daysa X; = QY; yazabiliriz. Y matrisinin hesaplanmasi icin
her seferinde X matrisinin m x n,; kadarini hizli bellege
okuyup, EM algoritmasini kosturabiliriz ve bdylece diger
yinelemeli yontemlerde oldugu gibi X matrisini tekrar tekrar
okuma kiilfetinden kurtulmus oluruz. Benzer sekilde paralel
mimarilerde X matrisinin farkli bloklar1 birbirinden bagimsiz
sekilde hesaplanabilir. Ana algoritma icin s6zde kod asagida
verilmistir.

III. DENEY VE SONUCLAR

Yukarida sundugumuz algoritmayr Matlab kullanarak
gercekledik. @) matrisinin hesaplanmasi icin Genisletilmis
Lagrange Carpanlar1 (Augmented Lagrange Multiplier) yon-
temiyle L1 norm enkiiciiklemesi ([14]) yontemini kullandik.
Bu secimimiz algoritmanin basitce gerceklenebilmesi ve
denedigimiz diger yontemlerden daha hizli olmasindan kay-
naklanmaktadir. Deneylerin hepsi Windows 7 - 32bit igletim
sistemi altinda, Intel Core2Duo T8100 cift c¢ekirdekli 2.1
Ghz islemciye ve 3 GB RAM biiyiikliigiine sahip diziistii
bilgisayarda yapilmustir.

Birinci deneyde gercekledigimiz algoritmayr 500 x 2000
biiyiikliigiinde, 10 rankli yapay veri matrisinde, girdilerin
yarisini maskeleyerek test ettik. ¢ = 10,20, ...,100 degerleri

Ana algoritmanin sézde kodu

Girdi: X matrisi,M gosterge matrisi,r rank,c secilecek siitun
say1st
Cikti: @ taban matrisi,Y” koordinat matrisi
Birinci kisim :
¢ biyiikliigiinde rasgele bir I C {1,2,...,n} seg
Optimizasyon yontemiyle M; ® X7 = M;® (QZ) esitligini
saglayan () matrisi bul
Ikinci kisim :
EM algoritmasi:
Y(0) matrisini rasgele baglat
fort=1... do
Xpy=MoX+01-M)o (QY;-1))
Yo = Q"X

end for
Kosma zamani Gorece hata
Rasgele Ornekleme 0.6679 sn. 3.1964e-05
GLC 4.9274 sn. 1.9370e-24
TKE 20.2760 sn. 4.1096e-06

Tablo I: Rasgele 6rnekleme, Genisletilmig Lagrange Carpanlari
ve Tekil Deger Esiklemesi yontemlerinin karsilagtirmasi

icin, yani farkli 6rneklem biiyiikliikleri icin, her deger i¢in 100
kez olacak sekilde algoritmay: test matrisi {izerinde kostur-
duk ve her c degeri i¢in kogsma zamani ve matris iizerinde
karelenmig gorece hatay1 olgtiik, gorece hata [|[M © (X —
QY)||/IIM © X || biyikliigiidiir. Sekil 2a’da ortalama gorece
hatanin orneklem biiytikliikklerine gore degisimi logaritmik
Olcekte, sekil 2b’de ise ortalama kogsma zamaninin 6rneklem
biiyiikliiklerine gore degisimi verilmisgtir.

Ikinci deneyde yontemimizi, Genisletilmis Lagrange
Carpanlarn (Augmented Lagrange Multipliers)[14] ve Tekil
Deger Esikleme (Singular Value Thresholding)[5] yontem-
leriyle karsilagtirdik. Bunun icin rasgele olusturulmus 10 adet
200 x 1000 biiyiikliigiinde matrisler %50 oranlarinda maske-
lendi ve her matris iizerinde ii¢ algoritma kogturuldu. Kogma
zamanlar1 ve gorece hatalar tablo I'de verilmigtir.

Uciince deneyde gelistirdigimiz algoritmay1 Olivetti yiiz
verikiimesi lizerinde smadik. Olivetti yiiz verikiimesinde 64 x
64 piksel biiyiikliigtinde 400 adet siyah beyaz yiiz fo-
tografi bulunmaktadir, yani veri matrisi 4096 x 400 biiyiik-
liigiindedir. Deney i¢in her fotografin rasgele bir dortte birlik
blogunu maskeledik, gelistirdigimiz algoritmay1 rank girdisi
20 ve oOrneklem biiyiikligi 100 satir olarak maskelenmig
veri lizerinde kosturduk. Sekil 3a’da verikiimesinden 4 Ornek,
Sekil 3b’de bu fotograflarin maskelenmis, Sekil 3c’de de bu
algoritma tarafindan tamamlanmig halleri goriilmektedir.

IV. VARGILAR

Simdiye kadar Onerilmis diisiik rank matris tamam-
lama problemleri, devasa matrisler soz konusu oldugunda,
bilinen degerlerin asil matrisin seyrek bir alt kiimesi
oldugunu varsaymistir. Bizim Onerdigimiz yontem ise boyle
bir varsayimda bulunmamaktadir. Gelistirdigimiz yodntemin
matematiksel analizi heniiz yapilmamistir, fakat deneysel
sonuglar yontemin uygulanabilirligi agisindan yiiksek oranda
umut vaadeden bir goriiniim ¢izmektedir.
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Sekil 2: 500 x 2000 biiyiikliiglinde 10 rankli matris iizerinde
deney sonuglari

Onerdigimiz yontem asil veriyi yinelemeli bir sekilde islese
de yavag bellek erisimi acisindan verimli bir sekilde gercek-
lenebilir. Burada 6nemli bir nokta da, dagitimli bilgi isleme
olanaklarinin giiniimiizdeki geligkinligini gdz oniinde bulun-
durursak, onerdigimiz algoritmanin yiiksek oranda paralel-
lenebilir olmasidir. Yakin siireli aragtirmalarimiz bu konunun
matematiksel analizi ve rasgelelestirilmis algoritmalarin diisiik
rank matris tamamlama problemine uygulanabilirligi agisindan
daha verimli yontemler bulmak {izerine odaklidir.
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