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Markov rasgele alanlart ya da Boltzmann makineleri gibi 
yonsiiz f;izgesel modeller, birf;ok sinyal i�leme ve otomatik 
ogrenme uygulamascnda ba�artyla kullanelmaktadlr. Bununla 
beraber, bu modellerin olaslltk dagtllmlartnen diizgeleme kat­
saYllannen hesaplanamamasl, model parametrelerinin kestiri­
mini zorla�tlrmaktadlr. Bu tip modellerde parametre kestirim­
ini miimkiin kllan skor e�leme (score matching) metodu, amaf; 
i�levinde diizgeleme katsaYlscnl if;ermez ve parametre kestirimi 
if;in yerel tutarlt bir kestirici saglar. Bu metodun uygulama 
alane sadece tamaml gozlemlenen modellerdir ve bu f;alt�mada 
skor e�leme metodu gizli degi�kenlerin oldugu modellere 
uygulanabilecek �ekilde geni�letildi. Onerilen Monte Carlo 
tiimlevine dayanan yanslZ kestiriciler, rasgele yakla�lklama 
(stochastic approximation) kullanarak eniyilemeye imkan ver­
mektedir. Metodun ba�ansl iki yapay problem iizerinde test 
edildi. 

Abstract 

Undirected graphical models such as Markov random fields or 
Boltzmann machines prove useful in many signal processing 
and machine learning tasks. However, parameter estimation in 
these models is difficult due to the intractable normalising con­
stant in their probability density functions. One powerful tech­
nique for parameter estimation in such models is score match­
ing. This technique makes use of an objective function which is 
independent of the normalising constant and constitutes locally 
consistent estimators for the parameters of such models. How­
ever, score matching is only applicable to fully-observed mod­
els. In this paper, we extend the applicability of score matching 
to models with latent variables. Our estimators are unbiased, 
based on Monte Carlo integration. Unbiased gradient estima­
tors open the way to optimisation through stochastic approxi­
mation. We demonstrate the performance of our methodology 
on two synthetic problems. 

1. Giri� 

Diizgelenmemi� olaslhk daglhmlan genellikle degi�kenler 
arasillda yiiksek dereceden baglmhhk i,<eren modellerde or­
taya ,<lkar. Bu tip baglmhhklan yonsiiz ,<izgeler araclhglyla 
tammlayan Markov rasgele alanlan (MRA) da bu daglhmlann 
en onemli ornekleri arasilldadir. MRA'lar bir,<ok imge ve sinyal 
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i�leme, istatistiksel fizik ve otomatik ogrenme probleminde 
ba�anyla uygulama alam bulur. 

Bir MRA bir degi�ken kiimesinin, x, birle�ik dagillmlm 
yonsiiz ,<izgedeki baglmhhklara gore tammlar [ I]. Birle�ik 
olaslhk dagillml, ,<izgenin kliklerindeki degi�kenlerin, xc, 
aldlgl degerleri negatif olmayan sayJ\ara e�lemleyen potansiyel 
fonksiyonlan, xc, araclhglyla yazlhr: 

1 'IjJ(x·O) 
p(xIO) = z IT 'ljJc(xc; 0) == ----t- . ( I) 

(J c (J 

Burada, 0 modelin parametre vektoriinii simgeler. Z(J 
ise p(xIO)'nin bir olaslhk daglhml olmasml garantileyen 
diizgeleme katsaYlsldlr: 

Z(J = J 'IjJ(x;O)dx . (2) 

Bu integral ,<ogu zaman hesaplanabilir degildir. Degi�kenler 
aynk oldugunda bile, iizerinden top lam ahnacak durumlann 
saYlsl x'nin boyutuyla iistsel olarak arttlgl i,<in, bu hesaplama 
miimkiin olmaz. Sonu,<ta, Z(J genellikle bilinmez. 

Parametre vektoriiniin, 0, en yiiksek olabilirlik metoduyla 
kestirimi diizgeleme katsaYlslmn, Z(J, bilinmesini gerektirmek­
tedir. Z(J saYlsal tiimlev alma yontemleriyle yakmsanabilir ama 
bu yontemler yiiksek boyutta ba�anslz olmaktadlr. Markov zin­
ciri Monte Carlo (MZMC) metodlan ise bu ama,< i,<in ,<ok yava� 
kalmaktadlr. Literatiirde bu ama,< i,<in sozde olabilirlik [2], 
kar�lthk lraksaYI [3] gibi yakla�lk ogrenme metodlan slkhkla 
kullamlmaktadlr. Buna ragmen, bu metodlann tutarhhgl sadece 
birka,< ozel model iizerinde kamtlanml�tlr. 

Bir diger metod ise yerel tutarh olan skor e�leme meto­
dudur [4]. Burada tutarhhk, sonsuz saYlda ornek varhgillda 
kestirimin neredeyse kesinlikle (almost surely) ger,<ek parame­
tre degerlerine yakillsamasldir. Skor e�leme metodunda kul­
lamlan ama,< i�levinin evrensel en kii,<iigiinii veren degerler 
model parametreleri i,<in tutarh bir kestirici olu�turmaktadlr. 
ilk olarak siirekli degiskenler i,<in onerilmi� olsa da, skor 
e�leme daha sonradan negatif olmayan ve aynk degiskenler 
i,<in geni�letilmi�tir [5]. [6]'de bu farkh yakla�lmlara 
birle�tirici bir yorum getirilmi�tir ve skor e�lemenin en yiiksek 
olabilirlik metoduna gore giiriiltiiye daha az hassas oldugu 
gosterilmi�tir. Skor e�leme, dogal imge modellerinde ba�anyla 
kullamlml�tlr [7, 8]. 

Skor e�lemenin bir eksikligi sadece tamaml gozlemlenen 
modeller i,<in onerilmi� yani gizli degiskenler i,<eren modellere 
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dogrudan uygulanamlYor olmasldlr. Bu c,;ah§mamn asJi amaCl 
da skor e§lemenin fikrini boyle modeller ic,;in geni§letmektir. 
Bunun ic,;in, marjinal daglhm iizerinden hesaplanmasl gereken 
amac,; i§levinin gradyanlan ic,;in yanslz kestiriciler tammlandl. 
Bu kestiriciler Monte Carlo tiimlevine dayanmaktadlr. Belli 
bir parametre degeri ic,;in hesaplanan grady an, gerc,;ek gradyamn 
giiriiltiilii bir kestirimi olacaktlr. Buna ragmen, bu giiriiltiiniin 
beklentisi slfir oldugu ic,;in elde edilen giiriiltiilii gradyanlar 
rasgele yakla§lklama c,;atlsl altmda parametrelerin eniyilen­
mesinde kullamlabilmektedir. Makalenin 2. klslmmda skor 
e§leme metodununun klsa bir ozeti sunulduktan sonra, 3. 
KIslm'da yukanda bahsedilen kestiriciler ve onlaria nasll ras­
gele yakla§lklama yapllabilecegi anlatllacaktlr. 4. KIslm'da 
ise geni§letilmi§ skor e§leme metodu ile Gamma MRA'lanmn 
hiperparametrelerinin ogrenilmesine dair deney ve sonuc,;lan 
sunulacaktlr. 

2. Skor E§leme 

Skor e§leme, gozlemlenen veri ile model daglhmmm skor 
fonksiyonlanmn aym olmasl fikrine dayanan bir ogrenme 
metodudur. Burada skor fonksiyonu daglhmm logar­
itmasmm gozlemlenen degi§kene gore grady am §eklinde 
tammlanmaktadlr: 

1/J( x; 0) = \7", logp( xIO) = \7", log 7r( x; 0) (3) 

Bu fonksiyon konum parametresine, /l" gore tammlanan Fisher 
skor fonksiyonunun negatifinin /l, = Q'da hesaplanml§ haline 
denk gelmektedir. 

Skor e§lemede enkiic,;iiltiilmesi gereken amac,; i§levi, veri 
ile model dagJilmlannm skor fonksiyonlan arasmdaki beklenen 
karesel uzakhktJr: 

J(O) = � j dxp",( x)II1/J( x; 0) -1/J",( x)112• (4) 

Burada 1/J", ( x) \7 '" log p", ( x) gozlemlenen venmn 
daglhmmm, p",( x), skor fonksiyonudur. Bu nicelik diizgeleme 
katsaYIsml, Za, ic,;ermemesine ragmen, parametrik olmayan bir 
kestiriciye ihtiyac,; vardlr. Denklem 4 ac,;lhp klsmi tiimlev ku­
rah uygulandlgmda, verinin skor fonksiyonuna ashnda gerek 
olmadlgl anla§lhr. Elde edilen ifade, veri daglhml, p",( x), 
altmda bir beklenti olup, gozlemlenen veri orneklerini kullanan 
bir Monte Carlo tiimlevi ile yakla§lklanabilir: 

_ 1 T D [ 1 2] J(O) = T � t; 8i1/Ji(X(t); 0) + "21/Ji(X(t); 0) + sabit 
(5) 

Denklemde x(t), t'inci gozlem vektoriinii, l' toplam ornek 
saylSlm, D ise gozlem vektorlerinin boyutunu simgeler. l' son­
suza giderken, J(O), J(O)'ye yakmsar. 

Temel skor e§leme metodunda olaslhk daglhmlanmn 
( -00, (0) arahgmda tiirevlenebilir oldugu kabul edilmektedir. 
Tamm kiimesi farkh olan daglhmlar ic,;in yukardaki tiiretmelerin 
uyarlanmasl gerekmektedir. Mesela, negatif olmaya daglhmlar 
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ic,;in beklenen karesel uzakhk §u §ekilde verilmektedir [5]: 

� �� [Xi ( t)28i1/Ji( x( t); 0) 

+�1/Ji( X( t); O)2Xi(t)2 + 21/Ji(X(t); O)Xi(t)] 
+sabit (6) 

Gozlemlenen verinin model den p( x I Otrue) iiretildigi (yani 
bu modelin veri ic,;in en iyi model oldugu) kabul edilirse, skor 
e§leme kestiricisi, 0* = argmino J(O), gerc,;ek parametre 
degerlerine, Otrue, e§it olur. Ornek saYlsl sonsuza giderken 
de J(O), aS11 amac,; i§levi J(O)'ye yakmsar. Bu da, J(O)'yi 
enkiic,;iilten parametre degerlerinin tutarh oldugunu gosterir. Bu 
tutarhhgm tam olarak gerc,;eklenmesi ic,;in evrensel en kiic,;iik 
degeri bulan bir eniyileme metoduna ihtiyac,; vardlr. Yerel 
en kiic,;iik degerlerin varhgmda, kestiriciye yerel (evrensel en 
kiic,;iik degerin yakmmdan ba§landlgmda) tutarh demek daha 
dogru olur. 

Sadece tamaml gozlemlenmi§ modeller ic,;in onerildigi 
ic,;in skor e§lemenin uygulama alam dar kalmaktadlr. Gi­
zli degi§kenlerin var oldugu modellere uygulanabilmesi ic,;in, 
gozlemlenen degi§kenlerin maJjinal daglhmmm hesaplanmasl 
gerekmektedir. A§aglda, buna gerek kalmadan skor e§lemeyi 
bu tip modellerde kullanabilmeyi saglayacak bir metodoloji 
ac,;lklanacaktlr. 

3. Gizli Degi§kenlerin Varhgmda Skor 
E§leme 

Gizli degi§kenlerin varhgmda skor e§leme yapabilmek ic,;in 
onerdigimiz fikir skor fonksiyonlanmn Monte Carlo ke­
stirimine dayanmaktadlr. Gozlemlenen ( y) ve gizli ( x) 
degi§kenlerden olu§an bir model de, gozlemlenen degi§kenlerin 
marjinal daglhmlannm skor fonksiyonlanmn hesaplanmasl 
gerekmektedir. Marjinal daglhmm logaritmasma §U §ekilde bir 
alt smlr tammlanabilir: 

logp( yIO) ::,. (logp( x, yIO))q("'iO) - (log q( xIO)) q("'iO) 
Burada (-) i§aretleri beklentiyi, q(xIO) herhangi bir daglhml 
simgelemektedir. Eger q(xIO) olarak gizli degi§kenlerin son­
sal daglhml, p( xl y, 0), sec,;ilirse, bu alt slmr marjinal daglhma, 
logp(YIO), e§it olur: 

logp( yIO) = (logp( x, yIO))p("'iY,O) - (logp( xl y, O)) p("'iY,O) . 
(7) 

Marjinal daglhmm, p( yIO), skor fonksiyonlan Den­
klem Tdeki alt smmn gozlemlenen degi§kenlere, Yi, gore tiirevi 
ahnarak elde edilebilir: 

8Iogp( yIO) = j 810gp( x, Y10) ( I O)d 8 8 p x y, X . 
Yi Yi 

(8) 

Burada onemli bir nokta, diizgeleme katsaYIslmn, Zo, sadece 
O'ya bagh oldugudur. Yani, skor fonksiyonu diizgelenmemi§ 
daglhm fonksiyonunun, r/J( x, yIO), bir beklentisidir: 

810gp( yIO)= j 8(logr/J( x, yIO) -logZo) ( I O)d 8 8 p x y, X 
Yi Yi 

= j 810g��, ylO) p( xI Y, 0) dx (9) 
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Skor fonksiyonlannm klsmi tiirevleri de benzer §ekilde elde 
edilir: 

Skor fonksiyonlannm ve tiirevlerinin bu tiiretmeleri bazl 
modellerde tam olarak hesaplanabilir. Bu modellerde za­
ten gizli degi§kenler tiimlevlenip, marjinal modelin skor 
fonksiyonlan dogrudan elde edilebilir. Ama genel du­
rumda, bu tiiretmelerdeki beklentiler Monte Carlo tiimlevi ile 
yakla§lklanabilir. Mesela, Denklem 8'deki skor fonsiyonu 

8Iogp( yI0) i'::j� � 8Iogp(a;Cj), YI0) 
8y· N � 8y· 1. j=l 'I. 

§eklinde yakla§lklanabilir. Denklemde a:;(j), sonsal dag!llmdan, 
p(a:;l y,O), I{ekilen omekleri, N ise toplam omek saYlslm 
gostermektedir. Bu, gerl{ek skor fonksiyonu il{in yanslz bir ke­
stiricidir ve degi§intisi omek saylSlyla, N, ters orantlhdlr. 

Skor fonksiyonlanmn klsmi tiirevleri de, 
82Iogp( yI0) / 8y;, benzer §ekilde kestirilebilir. Ama, 
Denklem 10 skor fonksiyonunun karesini il{ermektedir ve 
burada skor fonksiyonunun MC kestiricisi kullamhrsa, klsmi 
tiirev kestiricisi yanh olur. Bu ikinci derece terim ](0) 
ve ] N N (0) i§levlerinde de bulunmaktadlr. Bu yanhhktan 
kurtulmak il{in, ikinci derece terim iki aynk omek kiimesi, 

{ a:;ii)}:1 ve { a:;�i)} :1' kullanarak kestirilebilir: 

( � � h (a:;ii») � t h(a:;�j)) ) = 

N N 1 '" '" (i) (j) N2 � �(h(a:;1 )h(a:;2 )) 
i=1 j=1 

N N 

= �2 LL(h(a:;ii»))(h(a:;�j))) 
i=1 j=1 

Amal{ i§levinin, ](0), tiirevleri il{in giiriiltii il{eren ama 
yanslz kestiriciler elde ettikten sonra, eniyileme rasgele 
yakla§lklama metodlan [9] kullanarak gerl{ekle§tirilebilir. Bu 
metodlar eniyileme problemine grady an ini§ metodlan gibi 
yakla§lr, tek fark giiriiltiilii gradyan, fj(.), kullamlmasldlr: 

Ok+l = Ok -7)kfj(Ok) . 
Bu denklemde, 7)k, k'mCl diiriimdeki kazanl{ degerini 
gostermektedir. Gradyan ini§ metodlan nda, normalde gerl{ek 
gradyam, g(Ok)' yakla§lklamak il{in fj(Ok) degerlerinin or­
talamasl kullamhrken, rasgele yakla§lklamada bu ortalama 
i§lemi diiriimler boyunca yaplhr. Ok dizisinin, g(O) = Q'm 
koklerinden birisine yakmsamasl il{in gerekli §artlar [9]' de 
verilmi§tir. Yakmsama il{in giiriiltiiniin ortalamasl slfir olmah 
ve 7)k yava§l{a slfira dogru gitmelidir. 
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VI,I zf I VI,2 Zf 2 VI,3 
e --e'--e--e'--e 
I 

ae aw 
I ae aw a I as as s 

zf,le Zf,2e e zf,3 

Ian zh V2,21an zh an I �I �2 
V2,1 e --e --e --e --e V2,3 

I 
ae aw la ae aw I as s as 

zKle Z�,2e e Z�.3 
Ian zh Ian zh an I 

V3,1 e __ �,_I --e-- J.2 __ e 
ae aw V3,2 ae aw V3,3 

�ekil I: 3 X 3'liik V degi§kenlerinden ve ardl§lk v'leri birbirine 
baglayan Z degi§kenlerinden olu§an bir GMRA. Burada a 
law ae an as], modelin hiperparametrelerdir. 

4. Deneyler ve Sonm;lar 

Onerilen metodu ses sinyallerinin zaman-frekans bolgesi 
gosterimlerini modellemede ba§anyla kullamlan Gamma 
Markov rasgele alanlanmn (GMRA) [10] iizerinde test ettik. 
Bir GMRA, iki klslmh yonsiiz bir I{izge (omegin �ekil I) 
vasltaslyla iki grup degi§kenin (v ve z) birle§ik daglhmml 
(P(v, z)) tammlar. <;izgenin, diigiim kiimesi V = Vv U Vz 
(Vv ve Vz degi§ken gruplanna v and z kar§lhk gelmektedir) ve 
aynt kiimesi [ (aij hiperparametresi ile birbirlerine baglanan 
her Vi ve Zj degi§keni il{in (i, j) ikililerinden olu§an) ile 
tammlandlgml dii§iiniirsek, birle§ik daglhm p( v, z), §U §ekilde 
verilebilir: 

p(v, zla) = �a II ¢V (Vi, L aij) 
i :ViEVv (vi,zj)E£ 

II ¢z (Zj, L aij) 
j :zjEVz (Vi,Zj)E£ 

II ¢e (viI, aijZj) 
i,j: (vi,Zj)E£ 

Buradaki tekli ve ikili potansiyeller §U §ekilde tammlanrm§t1r: 

¢V (�; a ) = exp( -(a + 1) log 0 
¢z(�; a) = exp((oo - 1) log�) 
¢e(�, 7)) = exp(( -�7)) 

ilk olarak klsmen gozlemlenmi§ Gamma Markov zincir­
lerini (GMZ) kullandlk. GMZ'ler GMRA'lann zincir topolo­
jisine sahip bir altkiimesidir. GMZ'lerin diizgeleme katsaYIsI 
analitik olarak hesaplanabilmektedir ama biz burada bilin­
medigini kabul edecegiz. Bu modelde gizli degi§kenler, z, 
tiimlevlenip modelden I{lkanlabilir ve hiperparametrelerin (aw 
ve ae) eniyilenmesi skor e§leme kullanarak yapllabilir. Bu 
yiizden bu model orijinal skor e§leme ile onerilen geni§letilmi§ 
skor e§lemeyi kar§lla§t1rmaya I{ok iyi bir ortam saglar. Aynca 
bu modelde skor e§leme en yiiksek olabilirlik metoduyla da 
kar§lla§tmlabilir. 

�ekil 2'de ¢i, 8¢i/8vi, 8¢i/8ae ve 82¢i/8vi8ae il{in 
onerilen kestiriciler gerl{ek degerleriyle kar§lla§t1nhyor. Her i 
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lc;m 10000 kestirimin ortalamasl ve her iki yonde 3 standard 
sapmahk hata payl gosteriliyor. Bu deneyler Klslm 3'da an­
latJlan kestiricilerin yanslzhgml desteklemektedir. 

. � � 

• Exacl 
• MCApproll 

il;'I';denvabves 

�­� 

Sekil 2: 100 gozlemlenen ve 100 gizli degi§kenden olu§an 
klsmen gozlemlenmi§ bir GMZ'de ¢i, o¢iloVi, o¢iloae ve 
02 ¢i I OVi oae kestirimleri. 

Sekil 3'de orijinal skor e§leme amac; i§levi, J(8), ile kestir­
iminin, J(8), yiizeyleri goriilmektedir. Bu iki yiizey oldukc;a 
benzerdir ve tepe noktalan da c;ok yakmdlr. Burada, kestirim 
1000 omekle elde edilmi§tir ve omek sayJSJ artmlarak benzer­
lik daha da artmlabilmektedir. 

SM 
10,-,"""-.,,-�-.,------, 

10 10 
". ". 

Sekil 3: 100 gozlemlenen ve 100 gizli degi§kenden olu§an 
klsmen gozlemlenmi§ bir GMZ'de J(8) ve J(8) yiizeyleri. 

ikinci olarak ise lzgara topolojisine sahip, hic;bir 
degi§keninin gozlemlenmedigi GMRA'lar (Sekil I) iizerinde 
c;ah§tJk. Bu deneylerde, modele ortalamasl slfir, degi§intisi 
VV,T olan SV,T degi§kenlerini ekledik. Modelde sadece bu 
SV,T degi§kenleri gozlemlenmektedir, yani GMRA'Yl olu§turan 
tiim degi§kenler gizlidir. Burada, ne diizgeleme katsaYlslm 
hesaplaYlp en yiiksek olabilirlik kestirimi yapmak, ne de 
gizli degi§kenleri tiimlevleyip marjinal modeli elde etmek 
miimkiindiir. Literatiirde bu modele uygulanabilen tek metod 
kar§lthk lraksaYldlr. 

Onerdigimiz metod ile kar§lthk lraksayml, 50 x 50 boyu­
tunda gozlemlenebilir degi§kenlerden olu§an modelin hi per­
parametre vektoriinii, law ae an as], ogrenme probleminde 
kar§lla§tJrdlk. iki metod ic;in de aym §artlan sagladlk (kazanc; 
parametresi TJk = 11k ve diiriim saYlSl olarak 4000). Ras­
gele sec;ilmi§ hiperparametre vektorleriyle olu§turulmu§ 10 veri 
kiimesi ic;in kestirilen degerlerle orijinal degerler arasmdaki or-
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talama karesel hataYl hesapladlk. Kar§lthk lraksaYlyla elde 
edilen hata 2.1 1  ± 1.26 iken geni§letilmi§ skor e§leme daha 
ba§anh kestirimler vermi§tir (1.17 ± 0.83). Bu deneyde skor 
e§leme ic;in 1000 omek kullamlml§tJr . 

5. Ozet ve VargIlar 
Bu c;ah§ma ile, skor e§leme metodunu geni§leterek gizli 
degi§ken ic;eren siirekli modellerde parametre ogrenimi ic;in tu­
tarh bir kestirici geli§tirmi§ bulunuyoruz. Literatiirde bununla 
kar§lla§tmlabilecek tek metod olan kar§lthk lraksaymm tu­
tarhhgma dair bir ispat mevcut degildir. Tamaml gozlemlenen 
modellerde kullamlan sozde olabilirlik metodunu bu tip mod­
ellere uygulamak (bu c;ah§madaki gibi bir geni§letme yap­
madan) miimkiin degildir. Monte Carlo yakla§lksamasl ise 
tamaml gozlemlenen modellerde bile pratik olmadlgmdan gizli 
degi§kenlerin var§lgmda oldukc;a yava§ olacaktlr. 

Elde edilen tutarh kestirici ile GMRA'lar iizerinde kar§lthk 
lraksaYlyla elde edilenlerden daha ba§anh sonuc;lar elde 
edilmi§tir. Kullamlan omek saYlsma bagh olmakla birlikte, 
bu metod kar§lthk lraksaymdan daha pahahdlr. Bir sonraki 
adlm olarak, daha az omek kullanan ve bunu degi§inti azaltma 
teknikleri ile dengeleyen kestiriciler iizerinde c;ah§llabilir. 
Aynca, buradaki fikri aynk modeller ic;in onerilmi§ olan skor 
e§lemeye uygulamak da oldukc;a faydah olacaktlr. 
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