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Ozetge

Markov rasgele alanlan ya da Boltzmann makineleri gibi
yonsiiz cizgesel modeller, bircok sinyal isleme ve otomatik
ogrenme uygulamasinda basanyla kullanilmaktadir. Bununla
beraber, bu modellerin olasilik dagilimlarinin diizgeleme kat-
sayilarimin hesaplanamamasi, model parametrelerinin kestiri-
mini zorlastirmaktadir. Bu tip modellerde parametre kestirim-
ini miimkiin kilan skor esleme (score matching) metodu, amag
islevinde diizgeleme katsayisint icermez ve parametre kestirimi
icin yerel tutarly bir kestirici saglar Bu metodun uygulama
alam sadece tamanu gozlemlenen modellerdir ve bu calismada
skor esleme metodu gizli degiskenlerin oldugu modellere
uygulanabilecek sekilde genisletildi.  Onerilen Monte Carlo
tiimlevine dayanan yansiz kestiriciler, rasgele yaklagiklama
(stochastic approximation) kullanarak eniyilemeye imkan ver-
mektedir. Metodun bagarisi iki yapay problem iizerinde test
edildi.

Abstract

Undirected graphical models such as Markov random fields or
Boltzmann machines prove useful in many signal processing
and machine learning tasks. However, parameter estimation in
these models is difficult due to the intractable normalising con-
stant in their probability density functions. One powerful tech-
nique for parameter estimation in such models is score match-
ing. This technique makes use of an objective function which is
independent of the normalising constant and constitutes locally
consistent estimators for the parameters of such models. How-
ever, score matching is only applicable to fully-observed mod-
els. In this paper, we extend the applicability of score matching
to models with latent variables. Our estimators are unbiased,
based on Monte Carlo integration. Unbiased gradient estima-
tors open the way to optimisation through stochastic approxi-
mation. We demonstrate the performance of our methodology
on two synthetic problems.

1. Giris

Diizgelenmemis olasilik dagilimlart genellikle degiskenler
arasinda yiiksek dereceden bagimlilik iceren modellerde or-
taya ¢ikar. Bu tip bagimliliklan1 yonsiiz cizgeler araciligiyla
tanimlayan Markov rasgele alanlar1 (MRA) da bu dagilimlarin
en onemli ornekleri arasindadir. MRA’lar bircok imge ve sinyal
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isleme, istatistiksel fizik ve otomatik Ogrenme probleminde
basariyla uygulama alani bulur.

Bir MRA bir degisken kiimesinin, @, birlesik dagilimin
yonsiiz ¢izgedeki bagimliliklara gore tammlar [1]. Birlesik
olasiik dagilimi, cizgenin kliklerindeki degiskenlerin, xc,
aldig1 degerleri negatif olmayan sayilara eslemleyen potansiyel
fonksiyonlar, ¢, aracilifiyla yazilir:

x;0
p(x|0) = chm 0 =UZ0 )
Burada, 6@ modelin parametre vektoriini simgeler.  Zg

ise p(x|@)’nin bir olasihk dagilimi olmasim garantileyen
diizgeleme katsayisidir:

Zg = /w(m;e) dx

Bu integral cogu zaman hesaplanabilir degildir. Degiskenler
ayrik oldugunda bile, lzerinden toplam alinacak durumlarin
sayis1 &’nin boyutuyla lstsel olarak arttig1 icin, bu hesaplama
mumkiin olmaz. Sonugta, Zg genellikle bilinmez.

Parametre vektoriiniin, 6, en yiiksek olabilirlik metoduyla
kestirimi diizgeleme katsayisinin, Zg, bilinmesini gerektirmek-
tedir. Zg say1sal tiimlev alma yontemleriyle yakinsanabilir ama
bu yontemler yiiksek boyutta basarisiz olmaktadir. Markov zin-
ciri Monte Carlo (MZMC) metodlar: ise bu amag i¢in ¢cok yavas
kalmaktadir. Literatiirde bu amag igin sozde olabilirlik [2],
karsitlik 1raksay [3] gibi yaklagik 0grenme metodlan siklikla
kullanilmaktadir. Buna ragmen, bu metodlarin tutarlilig1 sadece
birka¢ 6zel model iizerinde kanitlanmigtir.

Bir diger metod ise yerel tutarli olan skor esleme meto-
dudur [4]. Burada tutarlilik, sonsuz sayida ornek varliginda
kestirimin neredeyse kesinlikle (almost surely) gercek parame-
tre degerlerine yakinsamasidir. Skor esleme metodunda kul-
lanilan amag islevinin evrensel en kiiciiglinii veren degerler
model parametreleri igin tutarli bir kestirici olusturmaktadir.
Ilk olarak siirekli degiskenler icin Gnerilmis olsa da, skor
esleme daha sonradan negatif olmayan ve ayrik degiskenler
icin genigletilmigtir [5]. [6]’de bu farkli yaklagimlara
birlestirici bir yorum getirilmistir ve skor eslemenin en yiiksek
olabilirlik metoduna gore girtltiye daha az hassas oldugu
gosterilmistir. Skor esleme, dogal imge modellerinde basariyla
kullamlmugtir [7, 8].

Skor eslemenin bir eksikligi sadece tamami gozlemlenen
modeller icin Onerilmis yani gizli degiskenler igeren modellere
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dogrudan uygulanamiyor olmasidir. Bu ¢aligmanin asil amaci
da skor eslemenin fikrini boyle modeller i¢in genisletmektir.
Bunun i¢in, marjinal dagilim tizerinden hesaplanmas: gereken
amac islevinin gradyanlarn icin yansiz kestiriciler tanimland.
Bu kestiriciler Monte Carlo tiimlevine dayanmaktadir. Belli
bir parametre degeri icin hesaplanan gradyan, gercek gradyanin
giiriiltiilli bir kestirimi olacaktir. Buna ragmen, bu giiriiltliniin
beklentisi sifir oldugu igin elde edilen giiriiltiili gradyanlar
rasgele yaklagiklama catis1 altinda parametrelerin eniyilen-
mesinde kullanilabilmektedir. Makalenin 2. kisiminda skor
esleme metodununun kisa bir Ozeti sunulduktan sonra, 3.
Kisim’da yukarida bahsedilen kestiriciler ve onlarla nasil ras-
gele yaklagiklama yapilabilecegi anlatilacaktir. 4. Kisim’da
ise genigletilmis skor esleme metodu ile Gamma MRA’larinin
hiperparametrelerinin 0grenilmesine dair deney ve sonuclarn
sunulacaktir.

2. Skor Esleme

Skor esleme, gozlemlenen veri ile model dagiliminin skor
fonksiyonlarimin ayni olmas: fikrine dayanan bir Ogrenme
metodudur. Burada skor fonksiyonu dagilimin logar-
itmasinin gozlemlenen degiskene gore gradyani seklinde
tanimlanmaktadir:

Y(x; 0) = Vg logp(x|6) = Vg log w(x; 0) 3)

Bu fonksiyon konum parametresine, p, gore tanimlanan Fisher
skor fonksiyonunun negatifinin g4 = 0’da hesaplanmis haline
denk gelmektedir.

Skor eslemede enkiiciiltiilmesi gereken amag islevi, veri
ile model dagilimlarinin skor fonksiyonlar arasindaki beklenen
karesel uzakliktir:

56) = 3 [ depa@v(ai o)~ va@ . @

Burada ¢x(x) = Vgzlogpz(x) gozlemlenen verinin
dagiliminin, pg (), skor fonksiyonudur. Bu nicelik diizgeleme
katsayisini, Z,, icermemesine ragmen, parametrik olmayan bir
kestiriciye ihtiyag vardir. Denklem 4 acilip kismi tiimlev ku-
rali uygulandiginda, verinin skor fonksiyonuna aslinda gerek
olmadig1 anlagilir. Elde edilen ifade, veri dagilimi, pg(x),
altinda bir beklenti olup, gozlemlenen veri orneklerini kullanan
bir Monte Carlo tiimlevi ile yaklasiklanabilir:

T

>y

t=1 i=1

- 1

J(08) = {&-wi(m(t); 0) + §1pi(w(t); 6)?| + sabit
®)

Denklemde x(t), ¢’inci gozlem vektoriini, 7' toplam Ornek

sayisini, D ise gozlem vektorlerinin boyutunu simgeler. T son-

suza giderken, J(6), J(0)’ye yakinsar.

Temel skor esleme metodunda olasilik dagilimlarinin
(—00, 00) araliginda tiirevlenebilir oldugu kabul edilmektedir.
Tanim kiimesi farkli olan dagilimlar icin yukardaki tiiretmelerin
uyarlanmasi gerekmektedir. Mesela, negatif olmaya dagilimlar
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icin beklenen karesel uzaklik su sekilde verilmektedir [5]:

_ 1 T D

@) = £33 [ owe:0)
+%wi(m(t); 0)%z:(t)* + 2¢i(x(t); 0)z:i(t)
+ sabit (6)

Gozlemlenen verinin modelden p(x|0yrve) tretildigi (yani
bu modelin veri i¢in en iyi model oldugu) kabul edilirse, skor
esleme kestiricisi, 8* = argming J(0), gercek parametre
degerlerine, Oirye, esit olur. Ornek sayis1 sonsuza giderken
de J(8), asil amag islevi J(8)’ye yakinsar. Bu da, J(8)’yi
enkiiciilten parametre degerlerinin tutarli oldugunu gosterir. Bu
tutarliligin tam olarak gerceklenmesi icin evrensel en kiiciik
degeri bulan bir eniyileme metoduna ihtiyac vardir. Yerel
en kiiciik degerlerin varlifinda, kestiriciye yerel (evrensel en
kiiciik degerin yakimindan baglandiginda) tutarli demek daha
dogru olur.

Sadece tamami gozlemlenmis modeller igin Onerildigi
icin skor eslemenin uygulama alani dar kalmaktadir. Gi-
zli degiskenlerin var oldugu modellere uygulanabilmesi igin,
gozlemlenen degiskenlerin marjinal dagiliminin hesaplanmasi
gerekmektedir. Asagida, buna gerek kalmadan skor eslemeyi
bu tip modellerde kullanabilmeyi saglayacak bir metodoloji
aciklanacaktir.

3. Gizli Degiskenlerin Varhginda Skor
Esleme

Gizli degiskenlerin varliginda skor esleme yapabilmek igin
onerdigimiz fikir skor fonksiyonlarimin Monte Carlo ke-
stirimine dayanmaktadir. ~ Gozlemlenen (y) ve gizli (x)
degiskenlerden olusan bir modelde, gozlemlenen degiskenlerin
marjinal dagilimlarinin skor fonksiyonlarinin hesaplanmasi
gerekmektedir. Marjinal dagilimin logaritmasina su sekilde bir
alt sinir tammlanabilir:

log p(y|0) > (log p(x, Y|6)) g(zi0) — (log a(x]0))4(z16)

Burada (-) isaretleri beklentiyi, g(«|@) herhangi bir dagilim
simgelemektedir. Eger g(x|@) olarak gizli degiskenlerin son-
sal dagihm, p(z|y, 0), segilirse, bu alt sinir marjinal dagilima,
log p(y|8), esit olur:

log p(y|0) = (logp(, y|0)) p(x|y.0) — (10gp(w|y,0))p<m|y,;9) -
(7

Marjinal dagilimin, p(y|@), skor fonksiyonlarn Den-
klem 7°deki alt simirin gozlemlenen degiskenlere, y;, gore tiirevi
alinarak elde edilebilir:

dlogp(y|0)
- 0)dx .
o oY p(w|y.0) de
Burada onemli bir nokta, diizgeleme katsayisinin, Zg, sadece
@’ya bagl oldugudur. Yani, skor fonksiyonu diizgelenmemis
dagilim fonksiyonunun, ¢(x, y|@), bir beklentisidir:

Ologp(x,y|0)

@

01 0 O(log ¢(x,y|6 log 0) dx
ng(iyl ) _ (0 ( d |1) G)P( ‘y: )
Olog ¢(x,y|0
— Ap(w\y, 0) dx ©)]
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Skor fonksiyonlarinin kismi tiirevleri de benzer sekilde elde

edilir:
0% log p(y|6) /621°g¢ 2 Y16) ) ]y, 0) do
*/(W) p(aly, 8) dz

oy;
2
[ Lt 0]

83/1'
10)

Skor fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin bu turetmeleri bazi
modellerde tam olarak hesaplanabilir. Bu modellerde za-
ten gizli degiskenler tiimlevlenip, marjinal modelin skor
fonksiyonlar1 dogrudan elde edilebilir ~ Ama genel du-
rumda, bu tiiretmelerdeki beklentiler Monte Carlo tiimlevi ile
yaklasiklanabilir. Mesela, Denklem 8’deki skor fonsiyonu

Dlogp(yl6) . 1 g~ dlogp(z?,y)6)
3y,' NN — ayi

seklinde yaklagiklanabilir. Denklemde ¥, sonsal dagilimdan,
p(x|y, 0), cekilen ornekleri, N ise toplam Ornek sayisini
gostermektedir. Bu, gercek skor fonksiyonu i¢in yansiz bir ke-
stiricidir ve degisintisi ornek sayisiyla, N, ters orantilidir.

Skor fonksiyonlarinin kismi tirevleri de,
0% logp(y|0)/0y2, benzer sekilde kestirilebilir. Ama,
Denklem 10 skor fonksiyonunun karesini icermektedir ve
burada skor fonksiyonunun MC kestiricisi kullanilirsa, kismi
tirev Kkestiricisi yanli olur. Bu ikinci derece terim j(@)
ve Jyn(0) islevlerinde de bulunmaktadir. Bu yanliliktan
kurtulmak igin, ikinci derece terim iki ayrik Ornek kiimesi,

@Y @)
{wl } ve{ } , kullanarak kestirilebilir:
i=1 i=1

<NZf f(wé”)>—

ZI
Mz

Il
—

J

WLZZ @) @)
=37 2 2 el et
=(f1(®)) (f2(x$)) = (f1(2))(f2())

Amag islevinin, J (0), tirevleri icin giirtiltii igeren ama
yansiz Kkestiriciler elde ettikten sonra, eniyileme rasgele
yaklasiklama metodlar1 [9] kullanarak gerceklestirilebilir. Bu
metodlar eniyileme problemine gradyan inis metodlart gibi
yaklagir, tek fark giiriiltili gradyan, §(-), kullanilmasidir:

0r11 =0k —neg(0s) .

Bu denklemde, mx, k’mnct diirimdeki kazang degerini
gostermektedir. Gradyan inis metodlarinda, normalde gergek
gradyani, g(0x), yaklagiklamak i¢in §(0x) degerlerinin or-
talamas: kullanilirken, rasgele yaklasiklamada bu ortalama
islemi diiriimler boyunca yapilir. 6y dizisinin, g(8) = 0’
koklerinden birisine yakinsamasi icin gerekli sartlar [9]’de
verilmigtir. Yakinsama igin giirtiltiiniin ortalamasi sifir olmali
ve 7 yavasca sifira dogru gitmelidir.
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Sekil 1: 3 x 3’liikk v degiskenlerinden ve ardigik v’leri birbirine
baglayan z degiskenlerinden olusan bir GMRA. Burada a =
[aw ae an as], modelin hiperparametrelerdir.

4. Deneyler ve Sonuclar

Onerilen metodu ses sinyallerinin zaman-frekans bolgesi
gosterimlerini  modellemede basariyla kullamlan Gamma
Markov rasgele alanlarimin (GMRA) [10] tizerinde test ettik.
Bir GMRA, iki kisimli yonsiiz bir ¢izge (ornegin Sekil 1)
vasitasiyla iki grup degiskenin (v ve z) birlesik dagilimim
(p(v, z)) tammlar. Cizgenin, digiim kiimesi V = V, UV,
(Vw ve V. degisken gruplarina v and =z karsilik gelmektedir) ve
aynit kiimesi € (a;; hiperparametresi ile birbirlerine baglanan
her v; ve z; degiskeni igin (4,7) ikililerinden olusan) ile
tanimlandigim diigiiniirsek, birlesik dagilim p(v, z), su sekilde
verilebilir:

p(v, za) = H Gu | vs, Z aij
i:0; EVqy (vi,2z5)€EE
I ¢z D a
J:2j€Vz (vi,25)EE

1
be (vi ', aijz;)
4,5t (vi,zj)€EE

Buradaki tekli ve ikili potansiyeller su sekilde tanimlanmigtir:

®o(&; ) = exp(—(a + 1) log &)
#2(&; ) = exp((a — 1) log€)
®e(€,m) = exp((—£€n)

Ilk olarak kismen gozlemlenmis Gamma Markov zincir-
lerini (GMZ) kullandik. GMZ’ler GMRA’larin zincir topolo-
jisine sahip bir altkiimesidir. GMZ’lerin diizgeleme katsay1si
analitik olarak hesaplanabilmektedir ama biz burada bilin-
medigini kabul edecegiz. Bu modelde gizli degiskenler, z,
timlevlenip modelden c¢ikarlabilir ve hiperparametrelerin (@,
ve a.) eniyilenmesi skor esleme kullanarak yapilabilir. Bu
yiizden bu model orijinal skor esleme ile Onerilen genisletilmig
skor eslemeyi karsilastirmaya ¢ok iyi bir ortam saglar. Ayrica
bu modelde skor esleme en yiiksek olabilirlik metoduyla da
kargilagtirilabilir.

Sekil 2'de i, O¢;/Ovi, Oi/Oae ve 8%¢i/Ov;Ba. igin
onerilen kestiriciler gercek degerleriyle karsilastirtliyor. Her ¢
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icin 10000 kestirimin ortalamasi ve her iki yonde 3 standard
sapmalik hata pay:1 gosteriliyor. Bu deneyler Kisim 3’da an-
latilan kestiricilerin yansizligin desteklemektedir.

* Exact
* MC Approx. » *.
b *: i *
» *
0.5 1 i 1
¥ * -02
* * *
* - -03] *, ¥
" # ¥ ¥
* * *
. -0.4
Of i —— N
*r i 08 *
%
* -06 il
. * Exact
* " *MC Approx.
N 10 2 30 40 50 60 70 80 9 100 OTT0 20 30 40 50 60 70 8 0 100
w, derivatives 3, y, derivatives
0. 0.
* Exact * Exact
0.25} *_MC Approx o2 » MC Approx.
02|
0.15) 0.1
o 411 .
»* - i
008 Bt i o
» ‘ ¥1 ’ 2 . =01
Lo
0.05| i i 02
-01
-0.3]
-0.15]
b 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100 = 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
Sekil 2: 100 gozlemlenen ve 100 gizli degiskenden olusan

kismen gozlemlenmis bir GMZ’de ¢;, O¢;/Ovsi, Ops/Dae ve
0%¢i /OviOa. kestirimleri.

Sekil 3’de orijinal skor esleme amag islevi, J(6), ile kestir-
iminin, J(6), yiizeyleri goriilmektedir. Bu iki yiizey oldukca
benzerdir ve tepe noktalar1 da ¢ok yakindir. Burada, kestirim
1000 ornekle elde edilmistir ve ornek sayisi artirilarak benzer-
lik daha da artinlabilmektedir.

Sekil 3: 100 gozlemlenen ve 100 gizli dggi§kenden olusan
kismen gozlemlenmis bir GMZ’de J () ve J() yiizeyleri.

Ikinci olarak ise 1zgara topolojisine sahip, higbir
degiskeninin gozlemlenmedigi GMRA’lar (Sekil 1) iizerinde
calistik. Bu deneylerde, modele ortalamas: sifir, degisintisi
vy, olan s, . degiskenlerini ekledik. Modelde sadece bu
sv,r degiskenleri gozlemlenmektedir, yani GMRA’y1 olusturan
tim degiskenler gizlidir. Burada, ne diizgeleme katsayisini
hesaplayip en yiiksek olabilirlik kestirimi yapmak, ne de
gizli degiskenleri tiimlevleyip marjinal modeli elde etmek
mumkiindiir. Literatiirde bu modele uygulanabilen tek metod
kargitlik iraksayidir.

Onerdigimiz metod ile kargitlik raksayini, 50 x 50 boyu-
tunda gozlemlenebilir degiskenlerden olusan modelin hiper-
parametre vektorlind, [a. Ge an as], Ofrenme probleminde
karsilastirdik. Iki metod icin de aym sartlan sagladik (kazang
parametresi 7, = 1/k ve diirim sayis1 olarak 4000). Ras-
gele secilmig hiperparametre vektorleriyle olusturulmus 10 veri
kiimesi icin kestirilen degerlerle orijinal degerler arasindaki or-
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talama karesel hatay1 hesapladik. Karsitlik iraksayiyla elde
edilen hata 2.11 + 1.26 iken genisletilmis skor esleme daha
basarili kestirimler vermistir (1.17 £ 0.83). Bu deneyde skor
esleme icin 1000 ornek kullanilmigtic

5. Ozet ve Vargilar

Bu calisma ile, skor esleme metodunu genisleterek gizli
degisken iceren siirekli modellerde parametre 6grenimi icin tu-
tarlt bir kestirici gelistirmis bulunuyoruz. Literatiirde bununla
karsilagtirilabilecek tek metod olan karsitlik iraksayinin tu-
tarlilifina dair bir ispat mevcut degildir. Tamam gozlemlenen
modellerde kullanilan s6zde olabilirlik metodunu bu tip mod-
ellere uygulamak (bu calismadaki gibi bir genigletme yap-
madan) miimkiin degildir. Monte Carlo yaklagiksamas: ise
tamami gozlemlenen modellerde bile pratik olmadigindan gizli
degiskenlerin vargiginda oldukca yavag olacaktir.

Elde edilen tutarl: kestirici ile GMRA’lar tizerinde karsitlik
iraksayiyla elde edilenlerden daha bagarili sonuglar elde
edilmigtir. Kullanilan 6rnek sayisina bagli olmakla birlikte,
bu metod karsitlik iraksayindan daha pahalidir. Bir sonraki
adim olarak, daha az 6rnek kullanan ve bunu degisinti azaltma
teknikleri ile dengeleyen kestiriciler tizerinde calisilabilir.
Ayrica, buradaki fikri ayrik modeller igin onerilmis olan skor
eslemeye uygulamak da oldukca faydali olacaktir.
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