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(")zetge

Bu bildiride KL 1raksayr (KL-divergence) uzaklik olgiisi
kullanilan Negatif Olmayan Matris Ayrisimimna Bayesci is-
tatistik cercevesinde, problem hakkindaki Onbilginin Onsel
dagilimlar yolu ile eklenebilecegi bir yaklagim oneriyoruz. Bu
yaklasimda, standart NMF eniyileme yontemleri 6zel bir du-
ruma doniismekte ve bir Kestirme-Enbiiyiitme (Expectation-
Maximisation, EM) olarak da aciklanabilmektedir. Bu bakis
acisindan yola cikarak Bayesci genellemelere gidebiliyor ve
model secimi gibi daha kapsamli problemleri de klasik NMF
hizinda ¢6zebiliyoruz. Yaklagtmimizi model boyutu kestirimi
ve goriintii aradegerleme icin gosteriyoruz.

Abstract

We describe non-negative matrix factorisation (NMF) in a sta-
tistical framework, with a hierarchical generative model con-
sisting of an observation and a prior component. Omitting the
prior leads to standard NMF algorithms as special cases, where
maximum likelihood parameter estimation is carried out via the
Expectation-Maximisation (EM) algorithm. Starting from this
view, we develop Bayesian extensions that facilitate more pow-
erful modelling and allow more sophisticated inference, such as
Bayesian model selection. Our construction retains conjugacy
and enables us to develop models that fit better to real data while
retaining attractive features of standard NMF such as fast con-
vergence and easy implementation. We illustrate our approach
on model order selection and image reconstruction.

1. Giris

Negatif Olmayan Matris Ayrisimi (Nonnegative Matrix Fac-
torisation, NMF) ilk olarak Lee ve Seung [6] tarafindan k-
ortalama gruplandirma (K-means clustering) ve ana bilesenler
ayristirilmasi (Principal Component Analysis) yontemlerine bir
alternatif olarak onerilmisti. Bu modelde kaba olarak amac,
boyutlart W x K olan bir X = {, } matrisine iki negatif
olamayan matrisin ¢carpimi cinsinden yaklagmaktir. Bir bagka
degisle, v = 1:W, 7 = 1:K ve i = 1:] olmak lizere

Ty,r = [TV]V,T = Z tu;ivi,ﬂ'
[

ozelligini saglayan 7" ve V matrisleri artyoruz. Bu bildiride,
W x I boyutundaki 1" matrisine sablon matrisi, and I X K boyu-
tundaki V' matrisine de katsay: matrisi adim verecegiz. NMF,

978-1-4244-4436-6/09/$25.00 ©2009 IEEE

680

negatif olmama kisitlamamlar1 altinda agagidaki enkiiciiltme
problemini ¢ozer:

(T, V)" = argmin D(X[|TV) ()
Burada D, uygun bir hata fonksyonudur. Sikca kullanilan bir
secim Kullback-Leibler (KL) iraksayidir:

)\U,T
— ., log
'I:V,T
v, T

Jensen esitsizligi [1] ve logx digbiikeyligini (concavity) kul-
lanarak D(-) her zaman sifir veya pozitif oldugunu ve sadece
X = A secimi i¢in D(X||A) = 0 oldugunu gosterebiliriz. Bu
denklemde (1) verilen amag fonksyonu uygun bir ¢ok yontemle
eniyilenebilir. Lee ve Seung [6], bir ¢ok uygulamada bagari ile
kullanilan varyasyonel bir yontem onermislerdir.

Kanimizca NMF’e diisiik seviyeli bir matris yaklagimi
olarak bakmak, o6rnegin SVD (singular value decomposition)
yontemine bir alternatif gibi, ige yarayan pratik bir algoritma
geligtirmeye yetse de, verinin tam olarak nasil modellendigini
anlamak i¢in yeterli degildir. Burada amacimiz X’in istatis-
tiksel ozelliklerini daha net bir sekilde anlamak ve NMF’i
siradiizensel iireten bir model (hierarchical generative model)
olarak betimlemektir. Bu baglamda, NMF’in altinda yatan
model, kogullu olarak Poisson dagilan rastlantisal degigkenlerin
yeginlik katsayilarinin birbirlerine bagli olarak modellenmesi
ile ¢ikmaktadir. Bu bakis acisinin avantaji, veri genigletme
(data augmentation) yontemi ile klasik NMF algoritmalarini
bir EM algoritmasi olarak gormenin miimkiin olmasi, ve daha
onemlisi Markov zinciri Monte Carlo (Markov chain Monte
Carlo MCMC) veya varyasyonel (variational) ve ortalama alan
(mean field) yontemleri ile de ¢ikarim yapilabilmesidir. Bu da
marjinal olabilirlik (marginal likelihood) hesabi ile otomatik il-
gililik belirleme (automatic relevance determination) ile model
secimi veya diizenlilestirmesi (regularisation) yapabilmemizi
saglamaktadir.

D(X|IA) = et x) @

2. Istatistiksel perspektif

Asagidaki siradiizensel modeli tanimlayalim:
T ~p(T|") V ~p(V]©7)

Ty, r = g Sv,i,T
1

(€))
“

Sv,i, T ~ PO(Su,i,T; tu,ivi,r)



Burada
PO(s; A) = exp(slogh — X —logI'(s + 1))

s raslatisal degiskenini, yeginlik katsayis1 A olan bir Poisson
dagilimindan gelmektedir ve gamma fonksyonu I'(s 4+ 1) = s!
olarak gosterilmektedir. Onsel dagilimlar p(T|-) ve p(V]-)
daha sonra tanimlanacagiz. Burada, sakli kaynaklar olarak ad-
landirdigimiz S; = {s,,,-} degiskenlerinin istiinden anali-
tik olarak toplam alarak asagidaki marjinal dagilimi hesaplaya-
biliyoruz:

logp(X|T,V) = logy p(X[S)p(S|T,V)
s
= logHPO(azu,T; th,viﬁ) 5)
=" Z Z (zv,710g[TV]yr — [TV]0,r)
Burada S = {S:...S;} olarak tanimlandiginda bu sonug

Poisson dagiliminin iistdiisiim [5] (superposition) 6zelliginden
kaynaklanmaktadir. Bir bagka deyisle s; ~ PO(s;; \i) ve
z = 81+ s2 + - -+ + s; oldugunda marjinal dagihm p(z) =
PO(x; >, Ai) olarak belirlenmektedir. Kolayca goriilecegi
gibi, bu amag¢ fonksyonunun enbiiyiitiilmesi KL 1raksayinin
(2) enkiiciiltiilmesine esittir. ~ Aslinda orjinal NMF algrit-
masinin tiiretilmesinde, bu S degiskenlere esdeger degiskenler
enbiiyiitme sirasinda alt sinir olusturmak i¢in kullanilmaktadir.
Burada, genigletilmis bu degiskenlerin beklenen yeterli is-
tatistiklerinin (expected sufficient statistics) de kolayca hesap
edilebildigini gosterecegiz:

Pvir = tu,ivi,r/ztu,wvw,f
,L'/
<51/,i,7> =  Zv,7Pvi, T 6)
Sui,T
p Yv7
logp(S|-) = ku,r! (H sZZZ') 0(xv,r — Z Su,i,r)
v, T 1 [ i
= HM(su,l:I,T;xu,7'7pu,1:1,7')
v, T
hiicre olasiliklarinin p; ve x = Zisi oldugu cokterimli

dagilim (multinomial distribution) [5] M(s1.1, 2, p1:1) olarak
gosterilmektedir.  Cokterimli dagilimin marginal dagilimlar
iki terimli (binomial) dagilimlar cinsinden yazilabilir ve bu
dagilimlarinda beklenen yeterli istatistikleri (s;) = xp; olarak
bulunur (burada (-) beklenen degeri belirtmektedir). EM algo-
ritmasi, bir sabit nokta dongiisii ile asagidaki olabilirlik fonksy-
onunu eniyiler:

Lx(T,V) = logy_ p(X|S)p(S|T,V) @)
S
p(X, ST, V) _
2 ; q(S) log W = BE]\/I [q](s)

burada ¢(.S) herhangi bir dagilimdir,

E: q(9)"™ = arg max Bg[q]
q(S)
— p($1|)(7 T(nfl)’ V<n71>)
. (n) y7(n)y
M: (T, V) = argmax (log p(S, X|T, V) sy -
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M (eniyileme evresi) asagidaki gibidir:

(log p(S; X|T, V)>p(5\x,T,V)

= Z Z (Z (<Sy,i77—> log(tu,wi,f) — tyﬂ;/Ui,T)) 4+ const

i
Bu denklemde ¢|v ve v|t kosullu olarak gamma dagilmiglardir.
Bu dagilimin doruk noktast tiirev sifira esitlenerek

i S (s )™ /> 0 ©)
oY = (10)

S (s>

olarak bulunur. Bu denkleme 6 nolu denklemi yerlestirirsek,
[6]’de betimlenen carpansal giincelleme denklemlerini (multi-
plicative update equations) elde ederiz. Yani KL-NMF, veri
genigletme ile olusturdugumuz modelde EM algoritmasi ile
enbiiyiik olabilirlik degeri aramaya esittir. Teknik literatiirde
stkca NMF’in EM’e benzedigi sdylenmektedir. Biz burada
EM’e sadece benzemedigini, bir EM algoritmas: oldugunu
gosterdik. Goriindiigii gibi NMF’in avantajt W x I x K boyu-
tundaki (S) objesinin hi¢ bir zaman belirtik (explicit) olarak
hesaplanmasinin gerekmemesi ve sadece 7 ve v lizerinden
alinan marjinallerinin hesaplamaya yetmesidir. Bir sonraki
boliimde modeli gelistirip 7" ve V' lizerinden noktasal kestirim-
ler yapmak yerine bu degigkenler {izerinden integral hesaplay-
acagiz.

2.1. Siradiizensel Model

Olasilik modelinin genel yapisi anlasildiktan sonra belirli bir
uygulamaya yonelik olarak modeli farkli onsel dagilimlar
tanimhiyarak gelistirmek miimkiindiir. Biz burada basit ve
uyumlu (conjugate) bir yapi iizerinde duracagiz:

t t t
tu,i ~ g(tl/,i; Ay iy bu,i/au,i)v Ui,z ~ g(viﬁ; a;),fv b}L),T a;),‘r)

buradaki indeks degiskenleri en genel hali yansitiyor ve mod-
eldeki her degisken icin ayri bir hiperparametre seciliyor.
Uygulamalarda bu hiperparametreleri birbirlerine baglamak da
miimkiin.  Verinin bir boliimii eksikse, yani z, . baz1 el-
emanlar1 gozlemlenmemigse bir maske matrisi tanimliyoruz.
Bu M = {m, -} olarak adlandirdifimiz matris, X ile ayni
boyutta ve ., gozlemlenmemigse m, - = 0 yoksa 1 olarak
tanimlaniyor. Bu maskeyi kullanarak olabilirlik fonksyonunu
su sekilde yaziyoruz:

p(X, SIT,V) = [[ 0(@orlsvairn)p(suins

v, T

tu,l:[, Ul:I,T))

2.2. Cikarim

Bu boliimde Varyasyonel Bayes (VB) yonteminin ana hatlarini
anlatacagiz. VB [4, 1] metodu aslinda marjinal olabilirlilik
fonksyonunun bir alt sinirinin eniyilenmesi iizerine kurulu bir

yontem
Lx(0) log p(X|©) (11)

S

AV

(log p(X, 5, V, T|0)), + Hlq] = Bvs|q]

my,

-



burada, ¢ = ¢(S,7,V) herhangi bir dagilim ve H|[g] bu
dagilimin entropisidir. ~ Gergek sonsal dagilim icin bu alt
sinir marjinal olabilirlilik fonksyonuna esittir: ¢(S,7,V) =
p(S,T,V|X,0), ama buradaki zorluk bu sekilde secilen ¢
dagiliminin ¢ok karmagik olmasidir. Bunun yerine daha basit
bir dagilim ailesi segersek, ornegin carpanlarina ayrilan

(S, T,V) =q(9)a(T)q(V) = [] ¢a (13)
aelC

= (H q(é’ml:lw)) <H Q(tu,i)> <H q(”iw))

v, T v,t T,T (14)

a € C = {{S}{T},{V}}. Boyle secilen bir ¢
dagilim1 gergek sonsal dagilimin barindirdig: yapiya tam olarak
yaklasamayacagi i¢in alt sinir marjinal olabilirligin altinda kala-
caktir. VB yontemi bu alt sinir1 en iyileyen bir yontemdir. Bu
durumda eniyileyen ¢6ziim bir sabit nokta dongiisii sonucunda
bulunabilir:

a8t o exp ((logp(X, S, T,VIO)) ) (15)
Burada ¢-a = ¢/go olarak tammlanmgtir. Bu dongi, ¢

dagiliminin carpanlarim giincelleyerek alt sinir1 her adimda
eniyiler, dolayisiyla algoritma yoresel bir minimumda kalir; bir
baska degisle n = 1,2,... ve verilen bir ¢(© icin B[¢™)] <
Blg"*Y)]. Sabit nokta dongiisii sakli kaynaklar S igin (m,,,» =
1, ve katsay1 matrisi V i¢in asagidaki gibi bulunur

q(su,l:l,f) = M(SU,I:I,T;J:V,Typl/,I:I,T) (16)
q(viz) = G (viriair, Bir) a7
T exp((logty,i) + (logvi,r)) (18)

v > exp({logty.q) + (logvir))
alr = al.+ D> M (suis) (19)

v -1
v _ Qg+ .

B = (b;-”,T + EU: Mu,r <tu,z>> (20)

Yaklagim  dagilmimin  parametreleri  de  q(¢u.:) =
g (t,,,i;af,yi,ﬁzyi) benzer sekilde bulunur. Yukaridaki al-
goritmayl matris notasyonunda da yazmak miimkiindiir.
Eleman eleman carpma ve bolme operatorlarini sirasiyla .x
ve ./ olarak tammliyoruz. Yukarida tiiretti§imiz variyasy-
onel negatif olmayan matris ayrisrma algoritmasi agagida
Ozetlenmigtir.

1: Tanimlar :

By = (tvi) Li=exp((logtui)) Se=> (suir)

T

Av=al,; By=bl, ax=0; Bi=0,
Ey = (i) Ly =exp((logvir)) o= (svir)
Ay=ai, By=b}, av=0], Bv=5,
2: Bagla:
LY = E” ~G(;Ai, B/ Ar)
LY E® ~G(:; Av, By ./ Ay)
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3: for n=1... MAXITER do
4:  Kaynaklarin yeterli istatistikleri

-
S = LY (X o M) @I L ) LY

(n—1)

2 = L0 @m0 (X M) @I LEY))

5:  Ortalama degerler

EM = al™ .«
o) = Atz
QI (At./Bt + MEﬁ”—”T)
EM = alM .«
am = 4,43
M= 1/ (Av/B+ E§”>TM)

6: (istenirse) alt siniri hesapla ([2])
7:  Loglarin ortalamalar

L = exp(¥(e™)) .+B"
L exp(¥(a™)) B4

8: (istenirse) hiperparametereleri giincelle ([2])
9: end for

Benzer bir sekilde dongiilii kosullu doruklar (iterative con-
ditional modes (ICM)) veya en biiyiik sonsal olasilik ¢dziimii de
(maximum a-posteriori (MAP)) bulunabilir:

Vi=(Ap+V (T (M % X)./(TV))))./(Av./ By + TT M)
T := (At + T +((M % X)./(TV)IV ) ./(As ./ Bi + MVT)

Bu denklemlerden de goriinecegi gibi, A¢, A, — 0 oldugunda
orijinal NMF algoritmasin1 buluruz.

3. Benzetim Calismalari

Yaklagimimizi  oncelikle bir model se¢cme probleminde
gosterecegiz ve variyasyonel algritmayi bir Gibbs ornekleyicisi
ile karsilagtiracagiz. Yer darhigindan dolayr Gibbs
ornekliyicisini ve Chib metodu ile [3] marjinal olabilirlik
hesabin1 burada tiiretmiyoruz. Detaylar bu bildirinin daha
kapsamli bir sunumunda bulunabilir [2].

Model secimi: Burada yontemimizi (4) numarali den-
klemdeki modelden sentetik olarak iiretilmis veri iizerinde
deniyoruz. Burada W = 16, K = 10 ve kaynaklarin
sayist Iywe = 5. Cikarimin amact sadece X verildiginde
gercek modeli bulmak. Gergek modelin hiperparametereleri
af,yi = a = 10, bf,yi = =1,4d, = a® =
1, b, = b’ = 100 olarak alindi. Ilk deneyde hiper-
parametrelerin bilindigini varsayiyoruz. Ikinci deneyde ise
bu parametreleri de veriden buluyoruz. Ilk deneyde sablon
sayisint / = 1...10 arasinda degistirerek her model i¢in mar-
jinal olabilirligi Gibbs ornekleyicisi ve VNMF ile kestirdik.
Gibbs ornekleyicisini 5000 adimlik bir ilk 1sinma (burn-in) de-
vresinden sonra MAXITER = 10000 adim kosturduk. Daha
sonra kaynaklart (S) sabitleyip benzetime 10000 adim daha
devam ettik. Variyasyonel algoritmay: isel en fazla 10000
adim kosturduk. Sekil 1°de, Gibbs ornekleyicisi ile VNMF’i
karsilagtirtyoruz. Burada Gibbs sonuglart 5 degisik benzetim
calismasinin ortalamasi olarak hesaplandi.
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Figure 1: (Yukaridan Asagiya) Model secimi kargilagtirmalari.
Varyasyonal alt sinir (kareler) ve Chib’s metodundan gelen
marjinal olabilirlik kestirimi (daireler). Burada hiperparame-
trelerin bilindigi varsayilyor. Sonuglar, hiperparametreler bil-
inmediginde de benzer ¢ikyor. Yiiz goriintiileri ( 16 x 16) da
I"=27ve32 x32de I" =42.

al=10 a'=10

al=05 a'=10
| \

B =-2081517.199

B =-2051618.1672 B =-1965293.3874

B - o | J
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Figure 2: Sablon ve Katsay1 matrislerinin belirli bir 6rnek igin
farkli hiperparametreler ile bulunan degerleri. B biitiin veri ta-

B =-2519222.8848

bani kullanilarak bulunan alt sinir.

Sekil 1 de ise, hiperparametreleri de eniyiledigimiz du-
rumda buldugumuz alt sinirn model biiyiikliigii I’e bagh
olarak cizdirdik. Bu sonuglar, ger¢ek a, b:, a, ve b, hiper-
parametrelerini bilmesek bile model biiyiikliigiinii hesaplaya-
bilecegimizi gosteriyor. Bu haliyle yontemin gercek veri
iizerinde uygulanabilmesinde énemli bir nokta.

Gercek veri olarak da Olivetti yiiz veri
kullandik (64 x 64 piksellik K = 400
http://www.cs.toronto.edu/~roweis/data/
olivettifaces.mat). Goriintiileri, 16 X 16 veya 32 x 32
boyutuna indirdik. Bu durumda veri matrisi X 162 x 400 veya
32% x 400 boyutlarinda oldu. Hiperparametreleri a!,; = a’,
bl = b, af, = b¥ seklinde birbirlerine

tabanini
resim,

a” ve by, =
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bagladik ve veriden beraber kestirdik. Sekil 1 alt kisimda
bulunan model biiyiikliiglinii gosteriyoruz. Burada VNMF
ile her model biiyiikliigiiniin marjinal olabilirligini ayr1 ayri
kestirdik. Gibbs rnekleyicisi, bu boyuttaki bir problem igin
cok pratik olmadigindan kullanilmadi. Buradaki gézlemimiz,
varyasyonel alt sinirin marjinal olabilirlilge benzer bir sekilde
hareket ediyor olmasi: model gerektiginden cok kiigiik veya
cok biiyiikse marjinal olabilirlikten beklenildigi gibi diisiik
kaliyor. Coziiniiliirliik arttiginda tahmin edilebilecegi gibi daha
cok sablon kullanmak gerekiyor. Ne yazikki yer darligindan
dolay1 sonuclar1 buraya ekleyemiyoruz. Ilgilenen okuyucuyu,
bu ve benzer sonuglarin daha detayli tartisildigi bir teknik
rapora bakmaya davet ediyoruz [2]. Bulunan sablon ve katsay1
matrislerinin yapisi hiperparameterelere gore epey degisiyor
(Sekil 2). Bunu géstermek icin 6ncelikle (a*, a¥) = [(10, 10),
(0.1,0.1), (10,0.2), (10, 0.5)] alarak sadece b* ve b” veriden
kestirdik. Burada biiyiik a degerleri, ¢ ve v matrislerini kit
olmayan (non-sparse), kiiciik degerler ise daha kit (sparse)
¢oziimlere itiyor.

3.1. Sonuc ve Yorumlar

Bu caligmada, sik¢a kullanilan KL-NMF algoritmasinin aslinda
ilgili bir siradiizensel modelde kestirim yapan bir EM algo-
ritmast oldugunu gosterdik. Buradan yola ¢ikisla da model
mertebesi kestirimi problemine bir ¢oziim Onerdik. Benze-
tim sonuglari, Onerdigimiz yontemin variyasyonel alt sinirin
marjinal olabilirlige makul bir yaklagim sagladigin1 ve model
secimi igin yararli olabilecegini gosteriyor. =~ Modelleme
acisindan yaklagimimizin bir kag avantaji var. On bilgi ko-
lay bir sekilde entegre edilebiliyor veya eniyilenmis kitlik
ol¢iitiinii de (optimal sparseness criteria) veriden otomatik
olarak ogrenebiliyoruz. Burada onemli bir nokta bulunan
yontemin hesap agirliginin orjinal NMF’e yakin olmasi. Belki
de daha onemlisi, yontemi matlab gibi matris tabanli sistem-
lerde gerceklestirmek orjinal algoritma kadar kolay.
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